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1. Rappresentazioni e moduli

1 Rappresentazioni e moduli

Definizione 1.1. Sia G un gruppo, V uno spazio vettoriale di dimensione finita
(su un campo che si potra pensare essere C); una rappresentazione di G in V & un
morfismo p: G — GL(V). La dimensione di V' & il grado della rappresentazione;
una rappresentazione e fedele se p € iniettiva.

Esempio 1.2. Sia G = Z3, V = C; G ¢ generato da 1, elemento di ordine 3, quindi
p(1) deve avere ordine che divide 3: le uniche possibilita sono p(®) (1) = €*7"*/
con k € {0,1,2}; p(©) & Papplicazione costante 1 e non ¢ fedele; p™ e p( sono
fedeli.

Definizione 1.3. Sia G un gruppo; uno spazio vettoriale V' & un G-modulo se
dotato di un’azione G x V- — V (cioe tale che ev = v e (gh)v = g(hv)) per cui
9(u+v) = gu+gv e g(hv) = Agv).

Osservazione 1.4. Rappresentazioni e G-moduli sono lo stesso concetto: se p e
una rappresentazione, l’azione gv = p4(v) € lineare e definisce un G-modulo e
viceversa.

Definizione 1.5. Due G-moduli U e V si dicono isomorfi se esiste un
isomorfismo di spazi vettoriali f: U — V tale che per ogni g € G si abbia

v—2sv

flo f
U

—U

dove con g si intende la moltiplicazione per I'elemento all’interno del G-modulo
corrispondente.

Esempio 1.6. Nell’esempio precedente, ovviamente p(®) non ¢ isomorfa a p(!) o
p?, ma nemmeno p(t) = p(?): infatti dovrebbe esistere f € GL(C) = C* tale
che

p& = foV =) = ol

cosa che non puo verificarsi. Si puo estendere questo esempio notando che cio
accade perché C* & abeliano, quindi rappresentazioni di grado 1 sono isomorfe
se e solo se coincidono.

Osservazione 1.7. Sia G un gruppo, [G,G] = (ghg*h™! | g,h € G') il sotto-
gruppo dei commutatori di G; 'abelianizzato di G & G/[G,q]. Se p: G — C*
¢ una rappresentazione (di grado 1), allora pgpg-1p-1 = pgprpg-1pn-1 = 1,
quindi [G,G] C ker(p). Cio significa che le rappresentazioni di grado 1 sono
sostanzialmente identiche per un gruppo e per il suo abelianizzato.

Esempio 1.8. Se G = Z,, ricalcando I'’esempio precedente, le rappresentazioni
sono completamente determinate da p;, che deve essere un elemento di C* di
ordine che divide n; in definitiva, esistono n rappresentazioni determinate da
pgk) = *™"*/™: sono tutte diverse quindi lo sono anche modulo isomorfismo.
Definizione 1.9. Sia p: G — GL(V) una rappresentazione, un G-sottomodulo
di V' (o sottospazio G-invariante) & un sottospazio U < V tale che p,(U) C U
per ogni g € G. In questo caso si scrive U <g V.

3.10.2006



6.10.2006

1. Rappresentazioni e moduli

Definizione 1.10. Un G-modulo V & irriducibile se U <g V implica U €
{0,V}.

Definizione 1.11. Se U e V sono G-moduli, anche U &g V 1o & con g(u,v) =
(gu, gv).

Esempio 1.12. Sia V' = (e1,...,en)c, G = S,. Si puo fissare p,(e;) = e,(;) €
ottenere una rappresentazione fedele di .S,,, dove p, € una matrice di permuta-
zione. Se v = Y ", €;, po(v) = v, in quanto vengono solo permutati gli indici
della base, quindi il sottospazio Cv & G-invariante. Percio V non é irriducibile,
ma U, essendo di dimensione 1, lo ¢. Risulta V = U &g W con

W{w€V|w~v0}{iaiei| iai()}
i=1

i=1
e W ¢ un altro G-sottomodulo di V.

Esempio 1.13. Sia G = Z, V.= C?, p, = (}}); p & una rappresentazione e
pn(e1) = e1 per ogni n € Z, quindi Ce; <g V e V non ¢ irriducibile. Tuttavia,
V non & somma diretta di G-moduli: se fosse V.= UdgW, W sara un sottospazio
di dimensione 1, percio W = Cw, ma w dovrebbe essere un autovettore comune
a tutte le matrici p,,.

Definizione 1.14. Un’applicazione 7: V — V & una proiezione di V su W se
(V) C W emy = Idw.

Teorema 1.15. Sia G un gruppo finito, W un G-sottomodulo di' V', allora esiste
un altro G-sottomodulo W' complementare di W .

Dimostrazione. Sia W' il complementare di W in V' (si prenda una proiezione
. . . ! . . . = 71 . .

7 di Vin W e sia W’ = ker); si consideri 7 = 1/|q| dec gmg~ !, applicazione

di GL(V); 7 & ancora una proiezione:

o T(v) = 11612 jeq gm(9~ " v) € W, in quanto 7(g~'v) € W e W & stabile
per G;

o T(w) =161 eq9m(g w) = /1612 e 99w = w.

Sia ora Wy = ker 7; se h € G, allora

hah™ ! = % Z hgtg 'h™! = L gng =7
Gl =%

cioe ht = 7h. Se w € Wy, Th(w) = ht(w) = 0, cioe hw € Wy. Si & ottenuto che
Wy e stabile per G, quindi ¢ un G-sottomodulo. O

Teorema 1.16. Sia G un gruppo di ordine finito, ch K = 0, V un K-spazio
vettoriale e G-modulo di grado finito, allora V' é isomorfo come G-modulo a una
somma diretta di G-moduli irriducibili.

Osservazione 1.17. La decomposizione in G-moduli irriducibili non ¢ unica, ad
esempio se V = K™ ¢& la rappresentazione banale (che mappa ogni elemento del
gruppo nell’identita di V'), allora per ogni base (eq, ..., e,) di V, si decompone
come Key @ ---® Ke,,.
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Esempio 1.18. Si vogliono trovare le rappresentazioni di Z/nz su C. Quelle di
grado uno devono mandare 1 in un elemento con ordine che divide n, quindi si
hanno n possibili rappresentazioni determinate da pg (1) = >/,

In generale per un gruppo finito G, la matrice p, ¢ tale che pg* = I, dove
m = ord g; se si scrive py in forma di Jordan, deve risultare che tutti gli auto-
valori sono radici dell’unita e non ci possono essere 1 sulla sopradiagonale. In
particolare, Z/nz si rappresenta mandando 1 in un automorfismo diagonale con
autovalori radici n-esime dell’unita e quindi queste rappresentazioni si spezzano
in rappresentazioni di grado uno. Lo stesso vale per i gruppi abeliani in generale.

Se invece si considera G = Z, la rappresentazione ¢ completamente de-
terminata dalla matrice p;; due rappresentazioni sono isomorfe se esiste una
matrice invertibile 7' tale che oy = T~ 'p;T; inoltre la rappresentazione &
indecomponibile se e solo se la matrice p; ha un unico blocco di Jordan.

Esempio 1.19. Si vogliono trovare tutti i possibili Ss-moduli (S5 & isomorfo al
gruppo diedrale Ds). Quelle finora esibite sono:

e la rappresentazione banale, di grado 1: p; = 1 € C*;
e la rappresentazione alterna, di grado 1: p, = (—1)7;

e la riflessione: se p & la rappresentazione p,(e;) = €qs(i), Si € visto che
C3 =C(e; + €2 +e3) Dg V, dove

V:{a161+a262+a363|a1+a2+a3:0};

posti w = 627ri/3, €1 = (1,(4),0)2), €2 = (w717w2)a 0= (172)7 T = (172a3)a si
ha V' = (e1,e2) e su questa base

(01 (w0
p0'_107 p‘l’_ow27

se V fosse riducibile, si scomporrebbe in G-moduli di grado 1 e questo
puo succedere solo se esistono autovettori comuni a tutte le matrici, ma
questo non e chiaramente possibile; si ottiene quindi una rappresentazione
di grado 2.

Teorema 1.20. Un Sz-modulo irriducibile V', allora V' puo essere solo la
rappresentazione banale, ’alterna o la riflessione.

Dimostrazione. Si vede S3 = D3 = (o, p); Zs < S3 & un sottomodulo abeliano
massimale; data una rappresentazione irriducibile ¢: S5 — GL(V), esiste una
rappresentazione ¢: Zz — GL(V'), la restrizione di ¢ a Zs. Poiché Z3 & abeliano,
V = Cv1®- - -®Cu,, come Z3 modulo, con n = dim V’; inoltre i v; sono autovettori
per ¥, Y,(v;) = w¥v;, con w = e”"/? e a; € {—1,0,1}; inoltre 1, (Y,v;) =
wowgvj = Yow?®v; = w?™ih,v;, ciot anche P, v; & un autovettore per Y, ma
non necessariamente con lo stesso autovalore.

Sia U = (vj,%,v;); U & stabile per ¢, e per ¢, che generano Ss, quindi &
un Ss-sottomodulo di V', ma si era supposto che V fosse irriducibile e poiché
U+#0,U =1V.A questo punto:

e se a # 0 e v ¢ un autovettore per 9, di autovalore w®, 1,v ¢ un autovettore
per ¥, di autovalore w™® # w®: v e ¥,v hanno autovalori distinti quindi
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2. Caratteri

sono linearmente indipendenti e formano una base; su questa, si ha

« 0 0 1
d)p = <ui) w—a) € Vo = (1 0> s

cioe V e la riflessione;

e se a =0 e (v,1,v) € una base, sono autovettori di ¢, di autovalore 1, cioe

10 0 1
w/’:<o 1) ¢ w":(l 0)’

ma prendendo come base (v + ¥,v, v — P,v), le matrici diventano

10 10
%:(0 1) ¢ w":<o —1)’

che & impossibile in quanto I"autovettore v+1,v &€ comune alle due matrici
e quindi V si decomporrebbe;

e se « =0 e (v) & una base di U, si ha ¢¥,v = v, v = Fv; a seconda del
segno si ha la rappresentazione alterna o la banale. O

Osservazione 1.21. Dato un G-modulo V' con la rappresentazione p, anche V*

¢ un G-modulo con p*: G — GL(V™) definita da (pj(p))(v) = (pg-1(v)).
Dati due G-moduli V' e W, con le rappresentazioni p e o, anche Hom(V, W)

¢ un G-modulo con 7: G — GL(Hom(V,W)) definita da (7,(F))(v) =

0gFpg-1(v).
Infine, V ® W & un G-modulo con 94(v ® w) = gv ® gw.
Questi G-moduli sono ben definiti: si deve dimostrare che pjpy = py;,, ma:

(0505 (0))(v) = (P (PR (9)))(v) =
= pr(@)(pg-1(v)) = p(pn-1pg-1(v)) =
= @(pr-14-1) = 0(Pign)-1) = (Pgn(¥))(v);

le altre verifiche sono analoghe.

2 Caratteri

18.10.2006
Definizione 2.1. Data una rappresentazione p: G — GL(V), il carattere di p
e Xp: G — Ccon x,(9) =Tr(pg).

Proposizione 2.2. Alcune proprieta del carattere:
1. se V=W, xv =xw;

. xv(e) =dimV;

Cxvi(g™) = xv(9);

- Xvew = Xv + Xxw;

S T NS

. xv(hgh™') = xv(g) (il carattere & una funzione di classe);



2. Caratteri

6. Xvew = XVXW-

Dimostrazione. 1. Per ipotesi esiste un morfismo di G-moduli f, cioe tale
che fpy = o, f, quindi Tr(oy) = Tr(fpyf~') = Tr(py) poiché la traccia &
un’applicazione di classe;

2. xv(e) = Tr(pe) = Tr(Id) = dim V;

3. g ha ordine finito, percio esiste una base di V in cui py = dlag()\ 1yeees An),
da cui xv(g) = lel Aiepgo1 =diag(A\; ', ..., A 1), ma At = A, quindi
xv(9) =xv(g™);

4. evidente per com’¢ costruita la matrice della rappresentazione di somma
diretta,

5. xv(ghg™") = Tr(pgng-1) = Tr(pgpnpg—1) = Tr(pn) = xv (h);

6. siano (e1,...,en) € (€1,...,6,) basidi V e di W che diagonalizzano p, € o,
con autovalori \; e p;, allora (e; ®¢;) € una base di VW e py(e; ®¢;) =
ge; ® ge; = Nie; @ pie; = A\ipje; @ €5, quindi questa base diagonalizza
(p®o), exvew(g) =22 Aty = (22 )22, 1) = xv(gxw(g). O

Definizione 2.3. Lo spazio delle applicazioni di classe da G a C si denota

Xg=1{f:G—C|(Vg,heq)f(ghg™) = f(h)}.

Osservazione 2.4. Lo spazio Xg € uno spazio vettoriale su C; se C1,...C). sono
le classi di coniugio di G, X¢ & generato dalle applicazioni §j, che valgono 1 sugli
elementi di C}, e 0 altrove.

Definizione 2.5. Date f,h € Xg, si definisce (f,h) =1/|c1>_ . f(9)h(g).

Osservazione 2.6. L’applicazione (f,h) — (f,h) & un prodotto scalare her-
mitiano, cioe & non degenere, lineare nella prima variabile, antilineare nella
seconda.

Proposizione 2.7. Per ogni rappresentazione V, si ha xy+ = Xv -

Dimostrazione. Per ogni elemento g € G, esiste una base (ey,...,e,) per cui
pg = diag(A1,..., A\n); sia (¢1,. .., ¢n) la base duale, allora

py(pi)(e;) = @ilpg—1(e;)) = i(A; T ej) = A; 1655 = A7 iy = A pile);

poiché questo vale per ogni e;, si ha che p;(cpi) = )\;1901» = \;pi, quindi

xv+(g9) = Tr(p;) = Z)\ xv(g)- O

Definizione 2.8. Dato un G-modulo V, si definiscono 'algebra simmetrica del
secondo ordine e 1’algebra alternante del secondo ordine rispettivamente come

VeV
2 ——

TV = sus WAV, wey
A(V) = VoV

<U®w+w®”>v,wev'

In S%(V) si indica il prodotto (commutativo) con -; in A%(V) si indica il prodotto
(anticommutativo) con A.
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Osservazione 2.9. Le algebre S?(V) e A?(V) ereditano in modo naturale la
struttura di G-modulo da V@ V: g(v-w) :=gv-gw e g(v Aw) = gv A gw.

Definizione 2.10. Dati due G-moduli Ve W, f: V — W & un morfismo di G-
moduli (o & G-equivariante) se & un’applicazione lineare tale che f(gv) = gf(v);
I'insieme dei morfismi di G-moduli si denota con Homg(V, W).

Osservazione 2.11. Si ha Homg(V, W) = Hom(V, W) I'insieme degh elementi
fissati da G nel G-modulo Hom(V, W). Infatti, se f € Hom(V, W)C, siha f(v) =
(971 1)(v) = g~ (gv), ciod g/ (v) = £(gu) e viceversa.

Lemma 2.12 (Schur). Siano V e W due G-moduli irriducibili, f: V. — W
un morfismo di G-moduli, allora, se V. 2g W, f =0, altrimenti se V =g W,

/= diTriJ;/ Idy.

Dimostrazione. Sia v € ker f, allora f(gv) = gf(v) = 0, quindi gv € ker f, cioe
ker f & un G-sottomodulo di V; se w = f(v), gw = gf(v) = f(gv), quindi anche
Im f & un G-sottomodulo di W. Poiché V' e W sono irriducibili, ci sono solo due
possibilita:

e se ker f = 0, Im f non puo essere 0 ma deve essere W, cioe¢ f & un iso-
morfismo di G-moduli; in questo caso si pud supporre V.= W e f un
automorfismo di V; per questo motivo esiste un autovalore A di f, cioe
ker(f — AIdy) # 0, ma ancora perché V ¢ irriducibile, f = AIdy, e A ¢ la

media degli autovalori di f, percio A = d?;;];/;

e sec ker f =V, chiaramente Im f =0¢e f =0. O

Osservazione 2.13. Se f e h sono entrambi morfismi non nulli di G-moduli
irriducibili differiscono per una costante moltiplicativa: f = Ah. Il lemma di
Schur si pu6 enunciare anche come dim Homg (V, W) = dy,w, dove dy,r = 1 se
V 2¢ W, 0 altrimenti. Se V' ¢ irriducibile, Endg(V) — C* che associa a f il

numero ’.Trf ¢ un isomorfismo.
dimV

Teorema 2.14 (ortonormalita dei caratteri di rappresentazioni irriducibili).
Siano V' e W G-moduli irriducibili, allora (xv,xw) = dv.w.

Dimostrazione. Per ogni G-modulo U, 7: U — U con m(u) = /|G| 3 cq gu ©
una proiezione da U su U = {u € U | (Vg € G)gu = u }: infatti

hr(w) |G| Z hgu = m(
geG
cambiando indice da g a hg, e se u € U & invariante,
7(u) U = u.
|G| Zg |G| Z
geG
Quindi si ha

. 1
dimU% = \G\ Z @ Z xu(9)-

geqG
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Se si prende U = Hom(W, V), si ottiene

1 -
dimU® = a ZXU EZXW(Q)XV(Q):@(WXW%
a - Gl 2
ma per il lemma di Schur dim U¢ = dim Homg(V, W) = 6y, O

Proposizione 2.15. Sia V un G-modulo, V; G-moduli irriducibili tali che V =g
Vi @V, siapy(V) = |{V; | Vi 2c U }|; questa quantita é intrinseca e vale
<XU7 XV> .

Dimostrazione. Si ha
(xu.xv) = (XU, Xxvie--aV,) <XU7ZXV> =

:Z<XU7XV1‘>:Z§U’VI' = pu (V). =
i=1 1=1

Corollario 2.16. L’applicazione x dai G-moduli modulo isomorfismo a Xg €
inietliva.
17.10.2006

Dimostrazione alternativa per Uortonormalita dei caratteri. Siano p: G = —
GL(V), 0: G — GL(W) due rappresentazioni irriducibili. Se F: V. — W ¢

un’applicazione lineare, sia

|G| 2 7oF Py \G| 2 9F;

geG geG
F & invariante, cioe hF' = F, quindi F' & un morfismo di G-moduli.

Siano (e1,...,en) € (f1,...,fm) basi di V' e W; si definisce F; ;: V — W
con F; j(es) == d; s f;. In generale vale

|G|F,] et Zag i,jPg—1 Zgg 1]2

9eG geqG
:Z%(pg ZZ (@9)n;(Pg=1); ¢ fr-
9eG geG h=1
Se V. 2o W, F:j = 0 e per ogni h € {1,...,m} deve essere

deg (Ug)hj(f’gfl)” = 0. Per larbitrarieta di ¢,7,t, quella quantitd deve
annullarsi per ogni 4, j, h, t.
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Allora si ha

(xw,xv) = @ Z xw(9)xv(g) =

geG \i=1 j=1
1
Z@ (Ug)lz(pg 1)]] :0
] geG

Se invece V =g W, risulta xy = xw; per Schur, F;j = rgfrf‘} Idy e

Fij= |G\ ZTr (pgFijpg—1) = |G\ ZTIF” Te Fij = 0i 5,

geG geG
quindi F; ; = %.i/nIdy. Si ha
6 n
1612 e, = G Fsfe) = 35 (0 (0ut), o0
geG h=1
g _ 0iibnt - fi
e percio Y1613 e (Pg), (pgfl)m = ==Lt e infine

(xv,xv) Z Z pq“ g-1) ','eh:Z%ZL O

g€G @]

Osservazione 2.17. Con questa dimostrazione si ha che, definite p; ;: G — C

con p;;(g) = Py (pgfl)i’j = (Pgl)m- = (ﬁgt)i,j = (ﬁg)j’p poiché si

puo prendere una base che diagonalizza p,. Si ottiene quindi (pp ;,0:) =
_ 9i,50n,

Y1612 gec (P)) ;(Tg)e; = 0 se V Ea W e (pnj, pra) = =5

Corollario 2.18. Dato un G-modulo V, (xv,xv) € un intero positivo ed é 1

se e solo se V' é irriducibile.

Dimostrazione. Si suppone di poter scrivere V g ZI"' @ ... @ ZFr allora
xvoxv) = 2 ik Xz, xz;) = ;17 € N\ {0}. Inoltre 'unico modo in
cui una somma di quadrati puo dare 1 & che r =1 e u; = 1; viceversa, se V &
irriducibile, r =1 e ug = 1. O

Esercizio 2.19. Sia  un insieme finito su cui agisce un gruppo G e sia V =
(ew |w € Q)c; se s & il numero di orbite di G in Q allora V' contiene s copie
della rappresentazione banale.

Soluzione. Siano §2q,...,, le orbite, allora v; = Zweﬂi e, € stabile: gv; =
Zweﬂi ge, = Zweﬂq, Cgw = Zuem ew = v;, quindi V contiene almeno s
copie della rappresentazione banale. Se ora v = gv € V per ogni g € G,

10
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V= cq 0wlu € gU = Y Gueyy, quindi a, = ag, per ogni g, cio¢ a & fun-
zione di classe; allora v = Zle Gy, V; con w; € §); qualsiasi: v € combinazione
lineare di vy, ...,v,, percio V contiene solo s copie della banale.

Oppure, usando i caratteri, si calcola

(xv,xB) = |G| Z xv (g %” Z Tr(g) =

|G|Z|FIX ||{(g, w) |gw=w} =

geqG

|G| B
= ja7 22 st \G| 2.0

weN
1
2 [0

Esercizio 2.20. Data un’azione doppiamente transitiva di G su 2 (cioe tale che
per ogni (z,y) e (z/,y) con © # y e o’ # ¢, esista g € G con gz = 2’ e
gy=1y),sia W= (e, | (z,y) € Q? >C, allora xw = x3; V 2¢ B® U con U
irriducibile; la riflessione per S, € irriducibile.

Soluzione. Si ha xw(g) = |Fixqz(g)| = |{ (2,9) €2 | gz =2,9y = y}} =
2 2
{zeQlgr=a}"=xv(g)"

Poiché W si divide in due orbite (la diagonale e il resto), (xw,xB) = 2 =

2 — o

(X xB) = Y161 geaxv(9)” = Y1612 cq xv(9)xv(9) = (xv,xv). Quindi

se V si scompone in @)_, Z!"*, deve essere che 2 = >""_, pi7, e I'unica possibilita

¢ che si scomponga in due rappresentamom irriducibili. Poiché ha una sola orbita,

siha V = B@® U con U irriducibile e non banale.

In particolare, S, agisce n-transitivamente su {1,...,n}, quindi la rappre-
sentazione di permutazione si scompone in B @ R dove R ¢ la rappresentazione
di riflessione che di conseguenza & irriducibile. O

Lemma 2.21. Sia ¢: G — C; dato un G-modulo V', si definisce fov:V —V
con fov(v) = dec w(g)gv; allora f, v € un morfismo di G-moduli per ogni
V se e solo se ¢ ¢ una funzione di classe.

Dimostrazione. <= Se @ e funzione di classe,
hfowh™ (v) =R p(g)gh™
geG
che grazie a un cambiamento di variabile ¢ uguale a
Y wlhigh)go = wlg)gv = fov(v),
9€@ geq@
cio¢ f, v ¢ G-equivariante.

= Se f,,v € G-equivariante per ogni V, lo ¢ in particolare per la rappresentazio-
ne regolare V =P = (¢, | g € G), allora si ha hf, vh™'(ec) = fov(ee)
per ogni h € G; ma fov(ee) = X (g)ey e

hfowh™(ee) =h Y o(g)gh™ e =Y @(g)hgh™ ec =Y @(h™" gh)e,,
geG geG geG

11



2. Caratteri

quindi ¢(h~tgh) = ¢(g) per ogni g,h € G. O

Teorema 2.22. L’insieme {xv |V drriducibile} é una base ortonormale di
X¢a. In particolare, il numero dei G-moduli irriducibili distinti e pari al numero
di classi di coniugio di G.

Dimostrazione. Si & gia dimostrato che la famiglia {xy } & ortonormale, si deve
solo provare che generano tutto X¢. Sia quindi ¢ € X tale che (¢, xv) = 0
per ogni V irriducibile, si deve dimostrare che ¢ = 0, cioe che I'ortogonale & il
vettore nullo. Se V' & irriducibile, per il lemma di Schur f, v = Trfe.v/dimv Idy;
si ha

Trfov = ela)Trg=>_ w(g)xvig) = > el9)xv+(9) =G| (¢, xv+) -

geG geG geG

Ma V* & ancora irriducibile, perché si mostra facilmente che V' e VV* hanno la
stessa norma quadra, quindi Tr f, v =0e f, v = 0.
Siano ora V, W due G-moduli irriducibili;

fovaw(v,w) =Y @(g)g(v,w) = > ¢(g)(gv, gw)

geG geG
= (fov(9), fow(g)) = (0,0).

Allora f, v = 0 per qualsiasi G-modulo V' (non soltanto per gli irriducibili) e
in particolare ¢ vero per V. = P:si ha 0 = fop(ec) = > cq¢(9)eg, da cui
©(g) = 0 per ogni g € G.

Osservazione 2.23. La rappresentazione regolare si scompone come P =
Dy irviducibil VdimV Infatti P & una rappresentazione di permutazione, quindi
xp(g9) = |Fix(g)| = d4.¢ |G|, cioe xp = |G| .. Allora

pp(V) = (xp, xv) = |G|Z|G|6 (9)xv(9) = xv(e) = Trldy = dim V.
geG

Corollario 2.24. Si ha D"y ;. igucivie M VXV (9) = |G\ g, dimP = |G| =
DoV irviducibite (dim V), e se V & irriducibile, dimV < /|G

Esempio 2.25. Si costruira la tavola dei caratteri di Ss, cioé una matrice n X n
con n il numero di classi di coniugio o, equivalentemente, di rappresentazioni
irriducibili. Per S3, queste sono la rappresentazione banale, quella alterna e
quella di riflessione, mentre le classi di coniugio sono di rappresentanti e, (12),
(123) e hanno rispettivamente cardinalita 1, 3, 2.

1 3 2

e (12) (123)
B 1 1 1
A 1 -1 1
R 2 0 -1

Infatti, le prime due righe sono banali; per calcolare la terza si puo usare la
formula Yy i qucibite M VXV (9) = |G| de,g, Oppure si puod notare che la rap-
presentazione di permutazione T, per cui vale xr(g) = |Fix(g)|, si decompone
in B&R, quindi xr(g9) = xr(9) — x5(g)- I fatto che risultino tutti numeri interi
non € una regola generale, ma € vero in particolare per le tavole dei caratteri di
S,,. Per la proposizione precedente, P = B @ A @ R2.

12



2. Caratteri

Proposizione 2.26. Sia (xv.(g;)),; con g; € C; (la j-esima classe
di condugio di G) la tavola dei caratteri di un gruppo G e sia a;; =

Cil/\cixv, (9;) = YV1Z@nIxv,(g;); allora le righe della matrice A sono
ortonormali. In particolare, le colonne della tavola dei caratteri sono ortogonali.

Dimostrazione. Si ha

6h,k = <XV}L7XVk |G| Z XV}L XVk
g€G

|G| Z ‘C |XV’L (gj)XVk (gj)

|C;
Z xvy ( g])\/;XVk g] Zahdahk’

quindi le righe di A sono ortonormali, ma questo implica che lo sono anche le
colonne. O

Esempio 2.27. Si costruira la tavola dei caratteri di Sy: si cercano cinque rappre-
sentazioni irriducibili, ma gia si conoscono completamente la rappresentazione
banale, I'alterna e quella di riflessione; per la quarta, si osserva che data una
rappresentazione irriducibile V' di S,,, anche A ® V' & irriducibile:

<XA®V7XA®V> = ' Z XA m _
" ses,

- % Z (=1)7(=1)xv(o)xv (o) = (xv,xv) =1,
" 0ES,

che & condizione sufficiente e necessaria perché A @ V sia irriducibile. L’ultima
rappresentazione si ottiene grazie alla condizione di ortogonalita delle colonne.

1 6 3 8 6
e (12) (12)(34) (123) (1234)
B 1 1
A 1 -1 1 1 -1
R 3 1 -1 0 -1
A®R 3 -1 -1 0 1
1% 2 0 2 —1 0

Esempio 2.28. Per S5, si hanno quattro rappresentazioni note, B, A, R, A® R;
ne mancano tre. La prima si ottiene con l'algebra alternante di secondo ordine
su R, A%R, e il suo carattere dalla formula xx2r(g9) = Y/2(x%(g ) xr(g?)); il
residuo delle dimensioni al quadrato ¢ 50 = 120 — 12 — 12 — 42 — 42 — 62, quindi
possono mancare rappresentazioni di grado 1 e 7 o due di grado 5; si mostra che
non esistono altre rappresentazioni di grado 1.

Sia p: S5 — GL(C) = C* una rappresentazione; ker p & un sottogruppo
normale di S5, percio deve essere ker p € {{1}, A,, S, }. Il nucleo non puo essere
{1}, perché p sarebbe un morfismo iniettivo da un gruppo non abeliano a uno
abeliano. Se ker p = §,,, chiaramente p ¢ la rappresentazione banale; infine, se
ker p = A,,, Sn/kerp = Zo e 'immagine di 1+ 2Z ha ordine 2, quindi pud andare
solo in —1 € C* e p ¢ la rappresentazione alterna.
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2. Caratteri

Di conseguenza le rappresentazioni rimanenti W; e Wy hanno entrambe gra-
do 5; si puo ipotizzare che Wy = AQW;. Se cosi non fosse, xw, (¢) = 0 per ogni o
di ordine dispari, in quanto dovrebbe essere AQ W, = W, (W7 e W3 sono le uni-
che rappresentazioni di grado 5). D’altra parte, si conosce la norma quadra delle
colonne della tavola dei caratteri: & IGl/|c;| e in particolare per la classe di coniu-
gio di (12) si ha 120/10 = 11+ (—=1)* +22 4 (=2)> + 02 + xw, ((12))* + xw, ((12))%,
assurdo perché i caratteri rimanenti non possono essere nulli come era stato
trovato. Quindi xw, ((12)) = —xw, ((12)) e la somma dei loro quadrati & 2: sono
1 e —1, in un qualche ordine. Per la terza colonna, la somma dei quadrati deve
risultare 120/15 = 8 e si trova che i caratteri di W3 e Wy devono essere entrambi
1 o entrambi —1; per decidere il segno, si sfrutta 'ortogonalita con la seconda
colonna. Procedendo in questo modo si completa la tabella.

Al contrario di A2R, S?R ¢ riducibile: calcolando il suo carattere, si mostra
che ¢ lo stesso della rappresentazione B@ R&W . Questo puo servire per scoprire
nei dettagli W, localizzando dentro S?R la rappresentazione banale e quella di
riflessione e prendendo 'ortogonale a queste due.

110 15 20 20 30 24

o (12) (12)(34) (123) (123)(45) (1234) (12345)
B 1 1 1 1 1 1
A 1 -1 1 1 -1 -1 1
R 4 2 0 1 -1 0 -1
AQR 4 -2 0 1 1 0 -1
A%R 6 0 -2 0 0 0 1
Wi 5 1 1 —1 -1 -1 0
Wa 5 —1 1 -1 1 1 0

Esempio 2.29. Trovare la tavola dei caratteri di Ay.

Soluzione. Innanzitutto bisogna trovare le classi di coniugio di A4: la classe
di S4 con rappresentante ¢ = o1 ---0, si decompone in due classi di Ay se
i o; sono tutti distinti e dispari, altrimenti € anche una classe di A4; quindi
le classi sono quattro e hanno come rappresentanti e, (12)(34), (123) e (132).
Si cercano quindi quattro rappresentazioni irriducibili. Si osserva che posto K
il sottogruppo normale generato dai 2-cicli, 44/k = Z3 e da Zg si hanno tre
rappresentazioni irriducibili di grado 1. Riportandole a rappresentazioni di Ay,
saranno rappresentazioni di grado 1 che mandano i 2-cicli nell’identita, mentre le
due classi di coniugio dei 3-cicli verranno mandate in altre radici terze dell’unita.

Rimane un’unica rappresentazione, che si mostra con le formule essere di
grado 3, e avere lo stesso carattere della rappresentazione di riflessione di Sy
composta con 'iniezione di A4 in Sy, quindi 'ultima rappresentazione ¢ proprio
quella di riflessione.

1 3 4 4
o (12)(34) (123) (132)
po 1 1 1 1
p1 1 1 w wl
p1 1 1 w! w -
R 3 -1 0 0

Esercizio 2.30. Per ogni tavola dei caratteri T' vista come matrice n X n, si ha
detT € RUIR e |detT|> = H;Zl |Z(g;)| con g; rappresentante della classe di
coniugio Cj.
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3. C[G]-moduli

Soluzione. Si ha che detT € R U iR ¢ equivalente a detT = +det7, ma
det T = det T'; inoltre xy = xy+ e V* & irriducibile se V & irriducibile. Quindi
la tavola coniugata e uguale alla tavola le cui righe sono state permutate, percio
il determinante ¢ uguale a meno del segno.

Infine, le colonne sono ortogonali, percid |detT|*? = det(T'T) =
det?(diag(A1, ..., X)) con A; = 1Gl/ |0 = | Z(g:)). O

3 C[GJ-moduli

Definizione 3.1. Dati un G-modulo V e un H-modulo W, si definisce V X W
insiemisticamente come V ® W, ma con la struttura di G x H-modulo data da
(g,h)v Rw = gv K hw.

Osservazione 3.2. Se V & un G-modulo irriducibile e W & un H-modulo irriduci-
bile, allora VXW e un G x H-modulo irriducibile; viceversa, ogni G x H-modulo
irriducibile ¢ prodotto di un G-modulo irriducibile e un H-modulo irriducibile.

Infatti si ha xygw (g, h) = Trpy ® o, = Trpg Trop, = xv(9)xw (h) e come
conseguenza immediata |[xvaw ||* = [Ixv|* [lxw |-

Se VHW gyg V' KW’ sono due rappresentazioni irriducibili con V, V,
W, W’ irriducibili, allora V =g V' e W =g W', Infatti, xyvgw = Xv/&mw’,
che calcolato in (g,e) da dimWxy(g) = dimW'xy/(g), ma se V. 2Zg V' i
due caratteri sarebbero ortogonali, quindi le due rappresentazioni devono essere
isomorfe e allo stesso modo W e W'

Si sono trovate quindi tante rappresentazioni irriducibili per G x H quante
il prodotto tra il numero delle classi di coniugio di G e il numero delle classi di
coniugio di H, cioe tante quante le classi di coniugio di G x H; questo significa
che non ci sono altre rappresentazioni irriducibili.

Definizione 3.3. Si definisce 'algebra C[G] := (g | g € G ), con g - h = gh;
un C[G]-modulo & (V, p) con p: C[G] — End(V)*.

Osservazione 3.4. Dato un G-modulo p: G — GL(V), si ha un C[G]-modulo
con p: C[G] — End(V) definito da p(3_ . agg) = - cq agpg- L'applicazione
cosl definita € non solo lineare, ma anche un morfismo di algebre, in quanto
plg - h) = p(g)p(h) e ple) = Idy.

Viceversa, dato ¢: C[G] — End(V'), si ha che ¢ ¢ un G-modulo e ovvia-
mente p|g = ¢ e pj¢ = p. Da questa corrispondenza biunivoca si deducono le
seguenti:

e p & un G-modulo irriducibile se e solo se p & un C[G]-modulo irriducibile,
in quanto un sottospazio invariante per p ne induce uno per p e viceversa;

e C[G] & un C[G]-modulo con la moltiplicazione a sinistra, quindi per re-
strizione ¢ un G-modulo: la rappresentazione regolare; i C[G]-sottomoduli
sono gli ideali sinistri (cio¢ gli insiemi stabili per la moltiplicazione a si-
nistra) e quelli irriducibili sono gli ideali minimali (cioé quelli che non
contengono propriamente altri ideali non nulli);

1Poiché gli elementi di C[G] non sono tutti invertibili, il codominio non pud essere solo
GL(V).
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3. C[G]-moduli

e se C[G] & completamente riducibile, quindi per ogni suo ideale I esiste
un ideale J tale che C[G] Z¢(g) I @ J; in questo caso si dice che C[G] &

semisemplice.
Proposizione 3.5. Siano Z,...,Zs le rappresentazioni irriducibili di G, con
dimensioni ny,...,ns, allora esiste un isomorfismo di algebre C[G] — E =

@©i-, End(Z;) Zcig) @iy 4 (ni x 1, C).

Dimostrazione. Siano p;: G — GL(Z;) e p = p1 @ -+ @ ps; per come & de-
finito, p & un morfismo di algebre. Inoltre, dimC[G] = |G| = Y7 n? =
>oi_,dimEnd(Z;) = dimE, percid basta dimostrare che p & suriettiva. Sia
H =Imp < FE;se H#E, esiste f: E — C tale che f(H) = {0} ma f # 0; si
prendono delle basi ortonormali di Z; tali che le matrici siano unitarie, allora le
funzioni p} ;. sono ortogonali. Si ha p(g) = (p1(9),--..ps(9)) = D2 ;& P £(9)€] 1>
dove e;’-,k ¢ Pelemento con tutti 0 tranne nell’entrata (j, k) dell’i-esima matri-
ce. Siano aj ;. = f(€j); si ha 0 = fp(g) = 2 ik @5 kP(9), con gli aj ) non
tutti nulli, ma questo ¢ assurdo perché p’, sono ortogonali e in particolare
indipendenti. O

FEsercizio 3.6. Dato C[G], il centro Z(C[G]) si scrive come Z[G]. Si ha Z[G] =
(ecys - ec,) con Cj le classi di coniugio di G e ec, = 0. 9
Soluzione. Sia x =3 . ag9 € Z[G], allora per ogni h € G,

Z aggh = Z aghg = Z ap-1gn9h,

9eG 9€G 9€G

cambiando la variabile della sommatoria, da cui ap-14, = ag4: a & funzione di clas-
se, percid x € (ec,,...,ec,). Viceversa, allo stesso modo, hec, = > hg =
>_gec, 9h, ciot ec, € Z[G]. O

Osservazione 3.7. Una rappresentazione irriducibile p;: G — GL(Z;) di G di
dimensione n; si puo estendere a g;: C[G] — End(Z;); inoltre:

geC;

e p;(Z) CCldg,, con Z = Z[G];

o se w;: Z — C tale che pjz(7) = wi(z)Idz,, allora se x = ) ayg, wi(r) =

Yni 22 agxi(9)-

Infatti se gz = o per ogni g € G, 3i(g)fi() = f1(2)pi(g), auindi pi(g)pi(x) =
pi(x)p;i(g). Allora p;(x) & un morfismo di moduli da Z; in Z;, ma Z; ¢ irriducibile,
allora per il lemma di Schur ¢ un multiplo dell’identita. Ora,

@) = Te(pi(z)) - Tr (dec agpi(g)) 0, — > gec ag Tr(pi(9)) Idy,

g U i

Proposizione 3.8. La mappa w: Z — C° che associa a x la s-upla
(wi(x),...,ws(x)) & isomorfismo di algebre.

Dimostrazione. Si & dimostrato che la mappa p: C[G] — @;_, End(Z;) & is
morfismo di algebre, e il centro viene mandato in @;_, Z(End(Z;)) = @;_,
(il centro di un’algebra su C ¢ C) e la composizione ¢ w.

o

oea
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3. C[G]-moduli

Definizione 3.9. Un elemento = € R € intero su Z se esistono ay,...,a, € Z
tali che 2™ + a;2" ' +---4+a, =0. Se R = C, z si dice intero algebrico.

Si dimostra che gli interi su Q sono gli elementi di Z e che le radici dell’unita
sono interi algebrici.

Proposizione 3.10. Sono equivalenti:
e x € R ¢ intero su Z;
o Z[z] & uno Z-modulo finitamente generato;

o csiste uno Z-sottomodulo M di R che contiene Z[zx] ed ¢é finitamente
generato.

Corollario 3.11. Se R ¢ finitamente generato come Z-modulo, ogni x € R e
intero (si puo prendere R stesso come M ).
Gli elementi interi di R sono un sottoanello.

Proposizione 3.12. Sia V un G-modulo, allora xv(g) é intero algebrico.

Dimostrazione. Sia p, la matrice dell’azione di g su V; poiché G ha ordine

finito, si puo trovare una base in cui py = diag(z1,...,2z,) e 2] =1 se n = |G|.
Quindi gli autovalori sono interi algebrici, ma allora la traccia che &€ somma degli
autovalori, € un intero algebrico perché somma di interi algebrici. O

Proposizione 3.13. Sia z = dec agg € Z con ag intero algebrico per ogni
g € G, allora x ¢é intero (il centro é un anello commutativo).

Dimostrazione. Siano C1i,...,Cy le classi coniugate, e; = deci g; si e visto
che (e1,...,es) = Z e siano g; € C;. Poiché x € Z, v = 37, ag4,e; (perché gli
ag, non variano all'interno della stessa classe di coniugio). Se gli e; sono interi,
si ha la tesi perché x ¢ combinazione di elementi interi.
. . _ S k 2 o .
Si considera eje; =, _, a7 jex, perché eje; € Z. Ora, eiej € (g| g € G)y,
ma appartiene anche a (e1, ..., es)¢; U'intersezione di questi fa A == (e1,..., eq),,
uindi af ; sono interi. Di conseguenze, lo Z-modulo A ¢ anche un sottoanello
q 1,7 9
di R, quindi tutti i suoi elementi sono interi e in particolare lo sono gli e;. [

Corollario 3.14. Sia p una rappresentazione irriducibile di grado n e x il suo
carattere. Se x = EgeG agg9 € Z ¢ tale che agy é intero per ogni g € G, allora
Ynd e agX(g) € intero algebrico.

Dimostrazione. 1l numero /n3_ o agx(g) ¢ w(x); poiché z ¢ intero, anche la
sua immagine mediante w lo e. O

Corollario 3.15. Sia V un G-modulo irriducibile, allora n = dimV | |G]|.
Dimostrazione. Sia x = g xv(g~Hg € C[G); x € Z perché xy & un’ap-

plicazione di classe, allora 1/n " o xv (g Hxv(g) & un intero algebrico, il che

significa che 1/n 3 o xv(9)xv(g) = Y/n |G| lxv > = 1G|/n, che essendo intero
algebrico e appartenente a Q, deve essere intero, quindi n | |G|. O

FEsercizio 3.16. Sia V un G-modulo irriducibile, allora dim V|I€1/|z(a)|.
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4. Rappresentazioni indotte

Soluzione. Da p: G — GL(V), si scrive la rappresentazione irriducibile G™ —
GL(V&”) per un m qualsiasi. Si sa che un elemento del centro agisce su V
come un multiplo dell’identita. Si puo considerare un sottogruppo H del centro
di G™ (quindi normale), cioé¢ H = {(21,...,2m) € Z(G)" | 21+ 2z =€ }. La
rappresentazione p®™ passa al quoziente ad una rappresentazione p. Si ¢ in
questa situazione:

m

X
am . GL(VEm)
\ /
o™
H

e le norme sono in relazione:

2 _ |H| —
(Q17~--,gm)€%
1
= W Z Xﬁ((gla7gm)H)Xﬁ((glaagnL)H) =

(9150-,9m)EG™

:ﬁ > Do) =

g1se,gm €G 1=1

m

1 — m
=G > o @xol9) | =l
geG

Quindi anche p ¢ irriducibile. Ora,
H= {(zl,...,zm,l, (1o 2me1) D) | (1 2mn) € Z(G)™ }

quindi [H| = |Z(G)|™" e questo & vero per ogni m. Si ha la relazione sulla
dimensione di V: n™ = dim VE™[t"/em=1 dove t == |G| e ¢ == |Z(G)|. Quindi
t?‘n.

et € Z, allora (t/en)™ € 1/cZ per ogni m e Z[t/en] C Y/eZ, quindi Z[t/en] &
contenuto in uno Z-modulo finitamente generato, percio € intero. O

4 Rappresentazioni indotte

Sia H un sottogruppo di G; si prende un sistema di rappresentanti R, cioe¢ un
insieme tale che se g € G, esiste un unico r € R e t € H tale che g = rt.

Data una rappresentazione p: G — GL(V'), anche H agisce su V con la
rappresentazione pjg (generalmente si chiamera questa restrizione ). Dato un
H-sottomodulo W di V, si indichera con ¢ anche la mappa plgL(W).

Preso o € G/H, si pud definire W, = p,WW <V dove s € o. Questa defini-
zione ¢ ben posta perché W, non dipende da s: se s’ € o, esiste t € H tale che
s’ = st, allora pg W = psW = pspW = psW.

Si considera ora {W, |0 € G/H}; G agisce su questo insieme come una
permutazione: se s € 0, g € G, pgWy = pgpsW = pgsW = W, con 7 = gsH.

Definizione 4.1. Sia V un G-modulo, H < G, W sottospazio di V H-
invariante; si dice che V' & indotto da H se V = @UGG i W, o equivalentemente

se ogni v € V si puo scrivere in maniera unica come ZJGG/H Vs con v, € W
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4. Rappresentazioni indotte

Osservazione 4.2. Sia ha dim V' = |G/ g dim W. Questo perché i traslati hanno
la stessa dimensione di W.

Esempio 4.3. Si considera la rappresentazione regolare di G,P = (e, | g € G) =
V e si considera W = (e, | h€ H) =Py. Se 0 € G¢/H,

Wy =psW ={(psep |h € H)={(esp |h e H) =
=(eylgesH)=(eslg€0).

Si ha facilmente che V = ®U€G/H W, la rappresentazione regolare di G &
indotta dalla rappresentazione regolare di H.

Esempio 4.4. SiaV = (e, | 0 € G/H ) e sia pge, = €4, (si tratta della rappresen-
tazione di permutazione associata all’azione di G su G/#). Se si pone W = {ep),
W e fissato dagli elementi di H e W, = psW = (psen) = (esm): 1 traslati so-
no gli elementi associati alle altre classi laterali, allora V' = @, cq/, Wo: la
rappresentazione banale su H induce la rappresentazione di permutazione su V.
Esempio 4.5. Se Vi ¢ indotta da Wy e V5 € indotta da W, allora Vi @ V5 e
indotta da Wy @ Wo: si ha V; = @, cp Wi, allora

VioVs = (@rm) @ <@TW2> =P rv o wy).

reR reR rTeER

Esempio 4.6. Se (V, p) ¢ indotta da (W, ), e Wi & un sottospazio H-invariante
di W, si definisce V; = ZreR prW1 < V. Allora V; & G-invariante:

pg‘/l = Z ngrwl = Z ,0ng1 = Z prWi,

reR reR reR

perché {gr|r € R} ¢ un sistema di rappresentanti e si ha che V; ¢ un G-
sottomodulo. Inoltre V; € indotto da Wi, cioe la somma € in realta una somma
diretta. Si suppone che ZTGR v, = 0 con v, € p,Wy; ma p,W; C p, W, cioe
ogni v, sta in un traslato di W diverso, allora v, = 0 per ogni r € R.

Esempio 4.7. Sia (V, p) indotto da (W, ¥) e sia (Z, p') un G-modulo. Allora V®Z
& indotto da W ® Res% Z dove Res$, Z ¢ la restrizione della rappresentazione a
H.Sisache V=@, ozrWe

VeZ= (EB[)TW> ©Z =P (W e 2) =P0pWep2)

reR reR reR

perché p,.Z = Z, quindi V® Z = @, cx(pr ® p,.)(W ® Z) e Z si puo vedere
come Res$ Z.
Teorema 4.8 (Proprieta universale dell'induzione). Sia (V,p) indotto da

(W,9), allora per ogni p': G — GL(V') e per ogni f: W — V' H-equivariante?
esiste una unica F': V — V' G-equivariante tale che Fiyy = f:

2Cioe tale che f(9:w) = ptf(w) per ogni t € H,w € W.
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Dimostrazione. Unicita. Sia F': V — V' con questa proprietd e sia x € p,W
allora p;lz e We

F(z) = F(psps 'x) = p,F(p5 'x) = pif(p ).
Quindi F' & completamente determinata in funzione dei dati iniziali.
Esistenza. Sia F(z) = p,f(p;'x);se s’ = st cont e H,
ot (05 @) = pipif (ot s te) = plpl f (97 s te) =
= ool fps ) = Pl f (o5 ).
Definita per z € psW = W, si puo estendere senza problemi per linearita

alla somma diretta. Si deve dimostrare che F' ¢ G-equivariante: sia =z €
We = psW, g € G, allora pgx € pgW, = pgsW e

F(pgx) = pyof (pge (pg)) = 0ol f (05 0y pg) = ply (P4 f (03 1)) = plyF ().

Poiché V ¢ una somma diretta, questo rimane vero anche per le
combinazioni lineari. O

Teorema 4.9. Sia (W,9) un H-modulo con H < G, allora esiste un unico
G-modulo (a meno di isomorfismi) V indotto da W (si scrive V = Indg W ).

Dimostrazione. Esistenza. Si puo scrivere W =2 @?:1 W; con W; irriducibile
e basta dimostrare che ogni irriducibile induce una rappresentazione, pas-
sando poi al caso generico grazie alla somma diretta. Sia quindi W irriduci-
bile, allora W < Py, che induce la rappresentazione regolare di G. Quindi
W & un sottospazio H-invariante di una rappresentazione che induce Pg
e si ¢ visto che ) _pp,W € un G-sottomodulo della rappresentazione
regolare per G ed ¢ indotta da W.

Unicita. Se V e V' sono indotti da (W, ¥), si hanno le inclusioni i: W — V e
i1 W — V' e per la proprieta universale esiste F': V — V' G-equivariante.
Per la formula delle dimensioni, V' e V' hanno la stessa dimensione. Siano
W, =psW e W, = p.W; si ha

FW, = Fp,W = p,FW = p,W = W/ O

Se (V, p) & indotta da (W, ¥), per calcolare il carattere di p a partire da quello
di ¥ si puo usare la formula

xvig) = > xw(r'gr);
r€ER
r~lgreH
questo perché la matrice di pg si puo dividere in blocchi quadrati grazie al fatto
che V.= @, p-W; inoltre g agisce sulle traslazioni come una permutazione,
quindi su ogni riga e colonna c’¢ un solo blocco non nullo che ¢ sulla diagonale se
e solo se gr = r o equivalentemente se r~'gr € H. Per ognuno di questi blocchi,
la traccia e la traccia di pg: prW — p,.W, la restrizione di pg, e il diagramma

/191‘7 1 gr

W—W

prW T—E])prw
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€ commutativo: pgp,w = pgrw € prp—14W = prpp—14w = pgrw, quindi Tr pg =
Trd, -1, = xw(r~tgr).
Si puo scrivere la formula anche come

1 -1 1Z(9)|
xv(g) = H Z xw (s~ gs) = W Z xw ().
seG ueHNCy,
s~ lgseH
La prima & vera perché se s =1t € Geconr € Ret € H, s lgs € Hsee
solo se r~tgr € H, inoltre xw (s tgs) = xw(t 1r~tgrt) = xw(r 'gr) perché
Xw € una funzione di classe di H. La seconda si ottiene con un cambiamento di
variabile: u = s~1gs con ogni elemento che viene contato |Z(g)| volte.

Osservazione 4.10. Con un altro linguaggio, se W & un H-modulo, allora C[G]
¢ un H-modulo; allora la rappresentazione indotta soddisfa

Ind% W = C[G] ®cim W-

Se W & un R-spazio vettoriale, in C ®g W si puo moltiplicare per gli scalari
di C e non solo di R (estensione degli scalari); 'induzione funziona esattamente
allo stesso modo, cio¢ estende gli scalari da H a C[G].

Siano E un G-modulo, V indotto da W; la proprieta universale dice che se
f: W — E e H-equivariante, allora esiste F': V — FE tale che il diagramma
commuta. Questo si puo riformulare dicendo che se f: W — Reng € una
mappa H-equivariante, allora esiste unica F': V — F mappa G-equivariante,
dove £ = Reng come spazi. Si ha una mappa I che realizza f — F
da Homy (W, Res$ E) a Homg(V, E); I & un’applicazione lineare (per I'uni-
citd, A I(f1) + A2I(f2) fa commutare il diagramma, quindi ¢ I(A1f1 + A2 f2)),
inoltre si ha linversa: f = Fjy . In particolare, dim Hompg (W, Resg E) =
dim Homg (Ind§ W, E).

Definizione 4.11. Data f € Xp, si definisce Ind f con

1 _
(Ind f)(s) == 0 > flst)ec.
teq@
t~lstcH
Proposizione 4.12. Si ha Ind xww = Xmaw; inoltre se f € Xy, Ind f € Xg.

Dimostrazione. La prima proprieta segue dalla formula gia ricavata per il ca-
rattere dell’applicazione indotta. Per dimostrare che Ind f & funzione di classe,
basta dimostrare che Ind yw € funzione di classe per ogni H-modulo irriducibile
W, perché questi caratteri formano una base per Xy, ma si ¢ dimostrato prima
che Ind xw = Xmaw, che &€ una funzione di classe. O

Definizione 4.13. Dati V;,Vo G-moduli, si definisce (Vi,Va), =
dim Homg (V1, V7).

Proposizione 4.14. Si ha (Vi,Va)e = (Xvis XWa) -

Dimostrazione. Si considera Vi @ V{" — V5: la dimensione di queste applicazioni
¢ la somma delle dimensioni delle applicazioni del tipo V{ — Vo e V{' — V4.
Ancora, la dimensione delle applicazioni del tipo Vi — Vi ®Vy' & la somma delle
dimensioni di quelle del tipo V3 — V4 e di quelle del tipo Vi — V3. Per questo
motivo, basta dimostrare la formula per V; e V5 irriducibili, ma per il lemma di
Schur, dim Home (Vi, V2) = 0v, v, = (Xvis X))o O
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Osservazione 4.15. Se ¢ € X e si considera Resfl@ = ¢|H, questa ¢ ancora
. . - o G
una funzione di classe per H; inoltre, XRresG v = Resp xv-

Teorema 4.16 (reciprocita di Frobenius). Se ¢ € Xpg e ¢ € Xg, allora
<¢,Resg <p>H = <Indg ¢,¢>G; in qualche senso, restrizione e induzione sono

una [’aggiunta dell’altra.

Dimostrazione. Per linearita, si puo supporre ¥» = yw con W un H-modulo
irriducibile e ¢ = xg con F un G-modulo irriducibile. Sia inoltre V = Indg w.
Allora:

<1/1,Resg <p>H = <XW,ReSg XE>H = <XW7XRes§I E>H =

= (W,Resf E) ,, = dim Homy (W, Resf E) =
= dim Homg (Ind W, E) = <1nd§ W, E>G -

_ — (md€ y, > : m
<X1ndi7XE>G <n Hl/JSDG

Corollario 4.17. Siano W irriducibile per H e E irriducibile per G, allora
pw (Res E) = pup(IndG W).

Sia W un H-modulo realizzato da p, si vuole studiare Res& Ind$ W come K-
modulo. Si considerano le classi di equivalenza doppie TGH (dove le classi sono
date per moltiplicazione a sinistra per elementi di K e a destra per elementi di
H); si ha G = (J,cg KsH, dove S & un sistema di rappresentanti per le classi
doppie. Dato s € S, si definisce H, := sHs ' N K < K e si pud pensare a W
come ad un Hg-modulo grazie a ps: Hy — GL(W) con ps(z) = p(s~tas) (si

scrivera Wy al posto di W per distinguerli).

Proposizione 4.18. Vale Res% IndGW = @Seslndgs(ws) (come
K-modulo).

Dimostrazione. Sia V(s) = (aW | x € KsH ) < V; si dimostra per prima cosa
V = Ind$ W = D.cs V(s). Sia R un sistema di rappresentanti delle classi di
G/u, allora KsH = J,cgoung "H, infatti essendo saturo per H a destra deve
essere unione disgiunta di classi destre di H. Ora,

Vis) = ZxW = ZxW = ZTW

reKsH zerH reKsHNR
reKsHNR
perché hW = W per ogni h € H e da V.= @, cprW, si ha V(s) =
rW, in quanto ¢ una somma parziale di una somma diretta
reKsHNR
(linduzione). Allora

V=Prw=Fw=PVis).

reR reKsH ses
seS

Ognuno dei V(s) & un K-modulo, perché K-stabile: moltiplicando per k € K
si cambia sistema di rappresentanti ma non si esce da V(s). Percio, ReSIG( V=
P.csV(s) come K-moduli e rimane da dimostrare V'(s) =g Indgs(Ws). Si
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fara in due passi: prima si mostrera che V(s) =g Indgs (sW) e poi si mostrera
I'isomorfismo sW =g, Wi.

Sia z € K, allora x(sW) = sW se e solo se s 1asW = W se e solo se
s7lzs € H se e solo se v € sHs ' (VK = H,. Siha V(s) = >, o ksW =
> ock/u, ko (sW) (s & preso un elemento k, di K per ogni classe o rispetto a
H,); in realta & una somma diretta: V(s) = @, ek, ko(sW) = Indgs sW con
la struttura di Hs;-modulo su sW che proviene dal fatto che Hy < G.

Infine, sW = W, come H,-modulo: sia w € Wy; questo viene mandato da
f:Ws — sW in sw € sW: per prima cosa f e isomorfismo di spazi vettoriali
(sW & definito in quel modo), ma & anche isomorfismo di Hz-moduli, cioé che
fps(z)w) = xf(w) per ogni w € Wy e z € H, (la struttura su W & quella di
H,-modulo, non quella di G); ma x = shs~! con h € H, quindi

F(pa(wyw) = Fls™ wsw) = f(5~ shs sw) = f(huw) =
= shw = shs 'sw = z(sw) = zf(w). O

Corollario 4.19 (criterio di Mackey). Sia K = H, allora Hs = sHs™ ' N H <
H, p: H— GL(W), ps: Hy, — GL(W), ps(z) = p(s~1as), Wy = W come H,
modulo. Allora se V -=Tnd$ W, V ¢ irriducibile come G-modulo se e solo se W
é irriducibile come H-modulo e per ogni s ¢ H, ps e Resgs (p) sono disgiunte
come rappresentazioni di Hy (cioé non c¢’é una rappresentazione irriducibile che
compare in entrambe o equivalentemente sono ortogonali).

Dimostrazione. La rappresentazione V' ¢ irriducibile se e solo se (V,V), =1,
ma (V,V). = <I/V, Resg V>H per la reciprocita di Frobenius. Ancora, per la
proposizione

(ViV)g =Y (Wilndjf (W) =3 (Resfy (p). ps) .

ses ses

per Frobenius. Ora, tra le classi laterali doppie HH c’e¢ anche H, quindi si puo
porre s = e: il suo contributo nella somma ¢ (p, p) ; > 1. La somma fa 1 e questo
accade se e solo se p & irriducibile e p; e Resgs (p) sono ortogonali per s ¢ H

(in particolare basta per un sistema di rappresentanti delle classi doppie tranne
lidentita). O

Esempio 4.20. Si considera G = SLy(F,) e H il sottogruppo di Borel: H =
{ (8 2) |d=a""! } Si fissa un morfismo di gruppi w: F; — C* e si prende
una rappresentazione di grado 1 di H: x., ((25)) = w(a). Si mostrera che la

rappresentazione indotta di x,, ¢ irriducibile se e solo se w? # 1.

Esercizio 4.21. Siano G = D, = (0,7), H = (1) = Z,, wp: H — C* con
wi (1) = "™ e V), = Ind 5" w,; si chiede quando Vj, & irriducibile.

Soluzione. Come classi laterali doppie (che per come ¢ fatto il gruppo coincidono
con le classi laterali) si possono prendere quelle rappresentate da e e da o. Siano
H,=0Ho 'NH,Resywy: H, — C* e wh,o: Hy — C*, allora V}, e irriducibile
se e solo se Res, wy, € wp, » sono disgiunte e in particolare se e solo se sono distinte
(in quanto wy, ¢ irriducibile, perché di grado 1). Ora, H, = cHo ' N H =
oo 'H™' N H = H, quindi Res, wy, = wy; daltra parte, wp, o: H — C*: 77
wp(o™ o) = wpT" = w_p7". Di conseguenza Vj, & irriducibile se e solo se
wp, # w_p, se e solo se 7M™ £ e ge e solo se €™/ £ 1 se e solo se h non

& 0 0 n/2, se n & pari. O
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Osservazione 4.22. Queste rappresentazioni hanno grado 2, perché I'indice di H
in G &2 eil grado di wp, & 1. Si calcola il carattere di V}, su 7" con r ¢ {0,7/2},

tenendo presente che le classi di coniugio di 7" sono 7" e 77 ":

@) =ZE ST ) = H ) + ) -

‘ | geEHNCs

27 p . _2mip.. 2T
=en M 4 e = 2c0s = hr.
n

Nel caso che h = /2, xy, (77) = 2¢>/h"/2 = 2¢™ih = 2(—1)" = 2 cos 27/nhn/a.
Ora, V}, ¢ la rappresentazione indotta, quindi V;, = C @ oC; come sistema di
rappresentanti si possono prendere e e o7"; 'identita lascia fisse le due parti,
quindi 07" non puo lasciarle fisse (altrimenti V}, sarebbe decomponibile). Quindi
la matrice di p,,- rispetto alla base data da quella decomposizione & del tipo
(9%) esiha xy, (07") = 0. Quindi le rappresentazioni irriducibili del tipo V},
sono quelle per 0 < h < /2.

Se n ¢ dispari, rimangono due rappresentazioni di grado 1: si manda 7 in 1
e 0 in +1; se n & pari, rimangono quattro rappresentazioni di grado 1.

Esempio 4.23. Si vogliono indurre allo stesso modo le rappresentazioni di
G = SLg(k) con K = TF, g = p" a partire da quelle di H =

{(gaﬁl) la€ K*,be K }. Sia w: K* — C* un morfismo di gruppi, allora

w: H— C* con w ((g aél )) = w(a); si vuole trovare V = md$ w.
Il gruppo G & il nucleo dell’applicazione determinante da GLa(k) a K*,
quindi

_IGLy(B)|  (¢* = 1)(¢* —q)

G| = = =q(¢® —1);
| | |K*| qg—1 Q<q )7
invece, |[H| = q(¢ — 1), quindi |G/H| = ¢ + 1; si mostrerd che G/m = P!
Si indicheranno gli elementi di P! con [§] (assumento che co = po = [9],
u=p,[Ll]e0=p=[}]); SLa(k) agisce su P! in modo transitivo (a partire

da p, avendo s # o0, si ottiene Xsp = ps € Xoop = Poo, con Xy = (19) e
Xoo = (151))-

Quindi S := {XS | s € P! } & un sistema di rappresentanti di ¢/H. Si hanno
Hy = X;HX;'NH, ¢, = Resgsw = wjpg, € ps: Hg — C* che manda Y in
w(X1Y X,); si deve verificare che queste due rappresentazioni sono distinte (in

quanto ancora sono di grado 1).
Ora,

H:{(g aasla) aeK*}, Ho={(%'0) |acK*}.

La mappa 95 ¢ wg,, quindi

1#52 Hy - C* ’(/JOOZ H — Cc*
a”'-a , a O :
(0 5) - v (6 2) = wla
invece,
Ps: H, — Cc*
a '—a
Y = (8 s ) = wX7Y X)) =wlet)
a
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Poo: Hy - (O
a 0 1y -
(6 o) = wla)

Si ha che ¢, # 15 per ogni s € K* U {00} se e solo se w? # 1, come
nell’esercizio precedente.

Esercizio 4.24. Sia p: G — GL(V) una rappresentazione irriducibile, allora
Ixv(s)] <n=dimV, con l'uguaglianza se e solo se p(s) ¢ un’omotetia. Inoltre,
ps = Idy se e solo se xy (s) = n.

Soluzione. Si puo prendere una base in cui ps = diag(x1,...,%,); ma z; sono
radici dell'unita, quindi |xv (s)] < D21, |z;| < n; I'uguaglianza vale se e solo se
tutti gli autovalori hanno lo stesso valore, cioe se p; = AIdy .

Se xv (s) = n, per il punto precedente, p; = AIdy e quindi xv (s) = nA =n,
cioe A = 1. O

5 Rappresentazioni di GLy(F,»)

Teorema 5.1. Sia 21 q; un sistema di rappresentanti delle classi coniugate di
G = GL2(F,) ¢ dato da:

29 (matrici centrali, ¢ — 1 classi da un elemento);

(
o b, = (% L) (unipotenti, ¢ — 1 classi da ¢> — 1 elementi);

% classi da

®Cpy = ('6 2) (split, con x # y entrambi non nulli,
¢ + q elementi);

q(g—1)
2

o dyy = (cy¥) (non split semisemplici, con x # vy, classi da ¢*> — g

elementi).

Dimostrazione. Le quattro classi di matrici non possono essere coniugate tra
loro perché hanno polinomi caratteristici distinti, e all’interno delle classi non
sono coniugate perché hanno radici distinte.

Presa una matrice A, il polinomio caratteristico di A, pa € F,[t]; poiché &
di grado 2, le sue radici stanno di sicuro in Fg2; il numero € ¢ un generatore
del gruppo, quindi \/z ¢ F?, altrimenti ogni elemento sarebbe un quadrato
(a € F; implica a = (\/§)2h), ma questo € impossibile perché i quadrati sono
esattamente la meta degli elementi. Per ottenere F,2 si estende quindi F, con
VersiaT: Fp2 — Fpe: a+by/e — a—by/e un generatore del gruppo di Galois di
F,2/Fg. Allora se pa(a+by/c) =0, anche pa(7(a+by/€)) = 0, quindi i possibili
casi sono: p4 ha due radici distinte in IF;, ne ha due coincidenti, ne ha zero.

Se pa ha due radici distinte = e y, allora det(A — xI) = 0, percid esiste
v E Fg \ {0} tale che Av = xv; per lo stesso motivo, esiste w tale che Aw = yw;
allora (v,w) & una base per F2 in cui A = (§9): A & split; I'ordine non &

% possibilita per scegliere = e y.

importante quindi ci sono

Se pa ha una radice doppia, pa(t) = (t — x)2 con x # 0 (altrimenti A non
sarebbe invertibile). In particolare, dimker(A — 2I) > 1. Se la dimensione & 2,
A =zl e Ae centrale. Se la dimensione ¢ 1, esiste v € F2\ {0} tale che Av = zv;
sia w un vettore che forma una base con v; secondo questa base, A = (§ %),

ma dalla forma di p4 si sa che il determinante di A & z2, percid b = z; inoltre
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a # 0 altrimenti la dimensione del kernel sarebbe 2. Si pone w’ = @/a, cosi che
A= (%1): A& unipotente.
Se p4 non ha radici in F,, siano =+ y\/e, © — y/e le radici di pa, con y # 0.

Si estendono gli scalari: sia V' = Fg; si pone V = Fq(\@)z; un suo elemento &

z= (315%5) = (5)+vE(5) =u++/Ev con u e v univocamente determinati.
Sia A: V' — V:u+ ev — Au+ \/cAv; questa ¢ un’applicazione F,(y/¢)-
lineare. I vettori (9) e () sono una base di V su F, e anche una base per V su

F,(1/); su questa base, la matrice di A e quella di A coincidono e in particolare

pa = pj. Allora p ; ha due radici distinte in F,(1/€); esiste v1 +/cve € Fq(\ﬁ)Q,

ciot vy,v9 € V, autovettore di autovalore x + /ey. Quindi Avy + /eAvy

A(vy + Vev) = (z + Vey)(v1 + Eve) = zv1 + eyva + VE(yv1 + xv2), da cui
Avy = zvy +eyve e Avy = yv1 + zvy per 'unicita della decomposizione. Si deve
mostrare che questi vettori sono linearmente indipendenti: se non lo fossero,
v1 = avy e (ax + ey)vy = a1 + eyvy = Avy = Aavy = aAvy = ayvy + axzve =

(ay + az)va, percid ax + ey = a’y + ax e (¢ — a?)y = 0, da cui € = a? con

a € Fg, assurdo. Quindi v; e vp formano una base in cui A = (ey ¥): A & non
split semisemplice; se ne possono avere tante quante le possibili scelte di x e di
y distinti ma y € determinato a meno del segno, quindi si hanno @.

In particolare il numero totale di classi di coniugio & ¢*>—1, quindi si dovranno
trovare ¢> — 1 rappresentazioni irriducibili.

Per calcolare la cardinalita delle classi coniugate si calcola quella del centra-
lizzatore per poi usare |C(A)| = |Gl/|z(a)|. Per le centrali, Z(a,) = G, quindi
|C(ag)| = 1. Per le unipotenti, (2 4) b, =b, (24) seesolose c=0,a=d#0,
quindi |Z(b;)| = q(qg—1) e [C(by)| = ¢* — 1. Per le split, (¢4) coy =cay (¢4)
se e solo se bx = by e cx = cy se e solo se b = ¢ =0, quindi |Z(g)| = (¢ — 1)2 e
|C(eay)| = @ +q.

Per le nonsplit semisemplici si considera K = { (& ¥) | (z,y) # (0,0) }; que-
sto & un sottogruppo isomorfo a F}; tramite I'isomorfismo f ((&y £)) = 2+ /ey
Infatti, la condizione (x,y) # (0,0) equivale a det (& %) # 0 (se 22> —ey? =0 e
y # 0 allora (¢/y)> = ¢, assurdo) e si verifica che il prodotto di due matrici di K
ha ancora la stessa forma; infine, essendo un gruppo finito non & necessario veri-
ficare che I'inverso appartenga ancora a K. Si ha che f & un morfismo di gruppi
chiaramente suriettivo e la cardinalitd ¢ in entrambi ¢ — 1. Poiché ]F;2 ¢ ciclico
(& un sottogruppo finito della parte moltiplicativa di un campo), anche K & ci-
clicoe K = (D). Ora, se A € Z(D), AD = DA, vale anche AD™ = D" A, quindi
A€ Z(dy,y) per ogni y # 0; ma K < Z(D) < Z(d,,) per ogni y # 0, allora
o(dsy)| < 16V K| = ¢* — . D’altra parte, |G| = (¢* = 1)(¢*> —q) = > [C] <
(¢ = D1+ (a—D(¢* = 1)+ Y2(g — V(g — 2)(@* + q) + Y2a(q — 1)(¢* — q) =
(¢ = 1)(@* — a). O

Si vogliono trovare ora le rappresentazioni irriducibili. Per quelle di grado 1
si puo considerare det: G — F; e mandare F in C*. Siano U, le composizioni
aodet; il grado di U, € irriducibile perché di dimensione 1 e sono tutte distinte
perché il determinante e suriettivo; essendo di dimensione 1 sono anche non iso-
morfe. Inoltre, GLy(F,) agisce anche su P!F, e in modo doppiamente transitivo
(si pud mandare sempre una base di IF?I in un’altra), quindi la rappresentazione
associata alla permutazione delle rette di IP’l]Fq ha dimensione ¢ + 1 (come le
rette proiettive) e si scompone come V = B@V con V irriducibile e di grado g.
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5. Rappresentazioni di GLa(IF,n)

Il carattere di V ¢ il carattere di V meno uno, cio¢ il numero di punti fissi meno
uno, che equivale al numero di autovettori meno uno: per le a, sono tutte (g+1),
per le b, sono 1, per le ¢, sono 2, per le d; , nessuno. Si pone V, =V ® U,,
ma si deve mostrare che queste sono irriducibili:

ol = (Zq\ @ 404 (@ +0) Y @)’ +

TF#Y
zy#0

+(*—q) Y |ola® - €y2)\2>,

z,y#0

ma spostando il fattore g dalla prima somma alla seconda risulta che & uguale a
Ixu. ||2 = 1. Inoltre V, e V}3 sono distinte: calcolate su ¢, 1 con x # 1, i caratteri
sono rispettivamente a(z) e B(x).

Sia B = {(&%)]ac# 0} < G il sottogruppo di Borel; |B| = ¢(q — 1) e si
puo considerare ’applicazione ¢, g data da:

o,
B F) 22 o2 — s

(52) (a,¢) (ala), B(c)) — a(a) — B(c)

e sia Cy,3 C come B-modulo dato da ¢q g; il suo grado ¢ 1 e sia W, g =
d$ Cq 4. 1l grado di W, g & Cq(B) = ¢ + 1.

Lemma 5.2. La decomposizione in classi laterali doppie di G rispetto a B ¢
G=BUBXB con X = ((1)_01).

Dimostrazione. La tesi ¢ vera se e solo se BXB =G\ B; BXB = (bd be_“f).

cd ce
Innanzitutto BXB C G \ B: se questo non fosse vero, cd = 0 e sia che ¢ = 0

o che d = 0, ¢ assurdo. Viceversa, sia (z‘ '56) € G\ B (equivale a dire v # 0);

; — o= aBY _ (bdbe
siano a = ¢ = 1, allora se per assurdo (v 5) = ( o

e=0,b=29/y, f=0—0— a¥/y e si arriva ancora all’assurdo. O

e_f), si avrebbe d = ~,

Osservazione 5.3. Siano a # [ e v # 6; allora W, g ¢ irriducibile e W, g = W, 5
se e solo se a = v, f = 6. Infatti (W, 5, W,;5) = <Indg Cas, Wa,g> =
<(Ca”@7Resg Ind% (C%5>. Per il lemma, Res% nd% C, 5 = @ s € SIndgs o5

per s = I, B = B e ¢} 5 = a3, quindi Resp, ‘Pa,ﬁ = Qap; PEr s =
X, Bx = XBX'nB = {(§3)| =}D = (F)). Si ha 0 5((§2) =

Pap (X (§)X ™) = @ap((§2)). Di conseguenza Resx vas((32)) =
a(@)B(c). Quindi (Wo,5,Wy.5) = (Cayp, ResGInd§ Cy5) = (CapCly) +
< a5, Indp 75> = Oand5s + <ResgCawg,C§,5>D = dandps +

(Cas,Csq)p = 0ar0p,5 + 0a,608,~. In definitiva si ha che ||V[/’,l,g||2 =1le
(Wea,, W, 5> =1 se coincidono o 0 se sono distinte.
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5. Rappresentazioni di GLa(IFpn)

Si deve calcolare il carattere di W s
XWas(A) = xer Xca,p(XTAX).
B

e Per A = a,, la seconda condizione della somma & sempre soddisfatta
perché a, € una matrice centrale e commuta con tutto; in particolare si
ha xw, ,(az) = (¢+ 1)a(z)3(x), perché X 1a, X = a,.

—r2 4T

XM, Xoo = (% 2) ¢ B; di conseguenza xw,, ,(bs) = a(z)3(x).

e Per b,, X, !0, X, = ($+T ! ) € B se e solo se r = 0; all’infinito

o Per ¢,y X ey X = (T(f,y) 2) € B se e solo se r = 0 (perché z #
y); all’infinito, Xo’olcmyyXOO = (g g), quindi xw, ,(czy) = a(x)B(y) +
a(y)B(z).

e Per d; ,y, X,Tldz,yX,« = (y?;_iyz) w_ysy) ¢ B perché € non ¢ un quadrato e

y # 0. All'infinito X ', y Xoo = (fy 2Y) ¢ B; percid xw,, ,(dg,y) = 0.

Le rappresentazioni W, g irriducibili e distinte sono tante quante le coppie
(o, B) con o #  non nulli e a meno dell’ordine; si era visto inoltre che [|W, o I? =
2, quindi W,  si scompone come due rappresentazioni irriducibili. Ma si osserva
che xw. . = Xv. +Xv., quindi si ha la decomposizione Wy, o = V, ® U,. Inoltre
si osserva che W, g ¢ isomorfa a W 4.

Finora si sono trovate 2(q — 1) 4+ Y/2(q — 1)(¢ — 2) = Y/2(¢ — 1)(¢ + 2). Ne
rimangono da trocare 1/2¢(q— 1). Si riprende il sottogruppo ciclico K 22 F?, con
(Jy ¥) — xz++/ey. Si considera Kt := KU{0} = F 2. Sia ¢ una rappresentazione
di grado 1 di F; allora Ind ¢ == Ind,¢" ¢ ha dimensione =00 _ g(4 1)
e si ha xmap(a) =YVIKIY, zec ez lax):

z lazeK

e Per a, si ha Xmae(az) = ¢(¢ — 1)p(as) perché a, & centrale.

e Per b,, per semplificare i conti si osserva che se A € K, A € eK, quindi
si puo assumere che il determinante di X sia 1; si ha

1 _ (cdx +cd — bex d?
X b X = < —c —cdx — cd + adzx €K

se e solo se cd = 0 e —c? = ed? se e solo se ¢ = d = 0, ma questo non
avviene mai perché X non sarebbe invertibile, quindi xmq,(bs) = 0.

e Per cgy,

1 _ (zcd —ybe  bd(x —y)
Xy X = <ac(y —x) yed — xbe €K

se e solo se be+ad = 0 e ebd+ac = 0, considerando che x # y. Moltiplican-
do la prima per a e la seconda per b si ottiene, eventualmente aggiungendo
soluzioni, che (eb? — a?)d = 0; questo si verifica se e solo se d = 0, perché
€ non e un quadrato. Ritornando al sistema precedente, o b =00 ¢ = 0:
in entrambi i casi X non sarebbe invertibile, percio Xlndw(cm,y) =0.
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5. Rappresentazioni di GLa(IF,n)

e Per d, , non si usa il calcolo diretto perché troppo complicato; si considera
K questo & uno spazio vettoriale su F, di dimensione 2, quindi le matrici
(2,2) su Fy, che sono uno spazio vettoriale di dimensione 4 su F,, hanno
dimensione 2 su K+. In particolare si dimostra direttamente con il calcolo
che, per ogni X € GLy(F,), esistono uniche 4,B € Kt tali che X =
A+ JB,dove J = (§%).Se X = (%), XJ = (%5), mentre JX =
(2 %), quindi XJ = JX, dove X = ( ° _b) Se X e invertibile, X =
A+JBeA=detX,siha AX"! = ( dc _ab) e ripercorrendo il sistema si
trova che AX ! A JB. Se X € KT, per I'unicita di A e B, B = 0;
ora, D :=d,, € K*, quindi

1 _
Xndg(dey) = == Y, $(X'DX);

K] yedr
2(]Fq)
X 'DXeK

X"'DX € K se e solo se (A— JB)D(A+ JB) € K; ma A, B, D

commutano e J commuta con la regola vista, quindi

(A—JB)D(A+ JB) = ADA— JBDA+ ADJB — JBDJB =
— ADA— DBB + J(—BDA+ ADB) =
— ADA— DBB + JAB(D — D),
che appartiene a K se e solo se AB(D — D) = 0. Ma questi sono elementi

di un campo; D = D implica y = 0, che & impossibile; se A =0, X € K,
mentre se B =0, X € JK. Di conseguenza

Xlnd(tp) D ‘K| Z 1DX —|—(p( 71JDJX)):
XeK
(D)) =
~ 1K XZ;

= p(z + Vey) + p(x — Vey).
Ora, (z + Ey)" = 294+ ElY? = 2+Ey; (VE)) = ¢, quindi V&7 = +F,

ma non puo essere col segno positivo perché altrimenti /¢ € F,. Quindi
Xind() (€) = (¢ + ¢7)(C).

Se si prende al posto di ¢, @9, le rappresentamom indotte sono isomorfe,
infatti $7(z) — p(07) = () e (¢7 + 7 )z + VEY) = (7 + @)@ + VEY).
Viceversa, se Ind¢ = Ind 7, allora ¢(y) = w € C* e 7(y) = n € C*, con v un
generatore di F;z, w e 7 radici (g2 — 1)-esime dell’unita. Allora se il carattere,
facendo il sistema si ottiene ¢ = 79, che & equivalente a 7 = 9.

Se p = 9 e p(7) = w, allora w = w?, cioe wWI! = ¢, quindi ci sono
(g—1)+1/2(¢> —1—(qg—1)) = (¢ — 1)+ /2q(q — 1), ma si vedra che non sono
irriducibili.

Definizione 5.4. Sia G un gruppo finito, V; le sue rappresentazioni irriducibili,
allora x =Y, ¢;xv, con ¢; € Z si dice carattere virtuale.

Esercizio 5.5. Se ||x|]| = 1 e x(e) > 0, allora x & il carattere di una
rappresentazione irriducibile.
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5. Rappresentazioni di GLa(IFpn)

Soluzione. Se la norma ¢ 1 allora i coefficienti sono tutti nulli tranne uno che
puo essere +1; se x(e) > 0 pud essere solo 1. O

Si definisce il carattere virtuale x, = Xv,@W,.; —XWa., — Xindp CON O = PRy -
Si calcola il carattere e si ottiene

1 2
el = 1 Sa-+ D @-1D+ D e+ Vey) +e@—Vey)| (@ —q) | =
z€lF? S (z,y)€F g X T}
Yyn~—y

1 @ —q 2
e (@1’ +@-1)( -1+ 5 S e+ Vey) +o@ - Vey)|” |
(z,y)EFq XF}

se I'ultima somma si indica con S, si ha

5= % (et VAl +le - Vel + ol + Var)el - Ven)+

(z,y)€Fq xF}
+ oz — Vey)ele + Vey)w) =
= > (1 +1+ oz +Vey)p(z — \/Ey)) =

(z,y)EFq XF}

=2(g-1)+ Y  wela)pd)=

a€F*, \F;
=29(g-1) =2 > lp(@)’+2 > p(e)p(a?);
a€F; €,

ancora, 'ultima somma si denota con Sy e vale

q° -2 ?-2 q°=2

Co— _a\h

So= Y o("e(yith) = > Wi =3 (W)
h=0 h=0 h=0

Si & gia detto che se ¢ # 9, w & una radice ¢> — 1-esima dell’unita e non & una
radice ¢ — l-esima. Quindi S = 2¢(q—1) —2(g—1) =2(g—1)% e

xel” = |1a ((q ~1)%+ (g 1)*q+1)+ %2@ - 1)2) =

2 2
D) (q—1+q+1+q2—Q)=(q_l)é(“l)

=1
G

Infine, non ci sono ripetizioni con le vecchie rappresentazioni perché ¢ diverso il
grado, inoltre non sono uguali tra loro perché in particolare se lo fossero, su Fy
farebbero entrambe «, allora sarebbero uguali anche le indotte.
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6. Rappresentazioni di S, mediante C[S,]

(g—1)x1 (g=1)x(¢*~1) () Lq;l;x(q?—q)
(g—1)xUq a(z)” oz(alt/‘)2 a(x)d(y) a(z? - ey?)
(@=1)XVa qo(z)? 0 a(z)a(y) —a(z? — ey?)
o= Dwas | (g +Da(e)B)  al@)Bx)  a@)by) + aly)b(z) 0
Ind ¢ q(qg — D(x) 0 0 (o + @0 (x + \ey)

Ve (¢ — Da(z) —a(z) 0 —(plz +Vey) + vz — Vey))

6 Rappresentazioni di S, mediante C[S,,]

Si sa che C[G] ¥ Dy imidueibie V™Y e che in C[G] le rappresentazioni
irriducibili corrispondono agli ideali minimali sinistri.

Data una tabella di Young con n posti, un riempimento & scrivere in ogni
casella un numero da 1 a n; se T' ¢ una tabella riempita, R < 5, ¢ il sot-
togruppo che mantiene le righe e si dice gruppo delle permutazioni orizzontali.
Allo stesso modo, il gruppo delle permutazioni verticali &€ C'p. Si definisce ancora
ST =Y ,cp, O il simmetrizzatore delle righe e ar ==Y .. (—1)70 antisim-
metrizzatore delle colonne e infine il simmetrizzatore di Young y; := srar. Sono
tutti elementi dell’algebra gruppo C[S,]. Si definisce la rappresentazione V) co-
me C[S,]yr; si vedra che se la tabella ¢ la stessa, riempimenti diversi danno
rappresentazioni isomorfe.

Ad esempio, per Sy, se la tabella & del tipo (n), Ry = S, e Cr = {e}, quindi
ST = Y peg, 0 €ar =1,daculyr =) g 0. Questa ¢ la rappresentazione
banale: indatti se 7 € Sp, Tyr =T 5 0= e5, TO =D e, N = Y1 Si
ha percio Vi4)y = C[S,]yr = Cyr, rappresentazione di grado 1 che agisce come
la rappresentazione banale. Per una tabella del tipo (1,...,1) procedendo allo
stesso modo si ha la rappresentazione alterna.

Data un tipo di tabella, si ha una formula che da il grado della rappresen-
tazione associata: dim V) = ﬁ!h(c), dove ¢ ¢ una casella e h ¢ la funzione

“hook”: il numero di caselle che si incontrano andando a destra o in basso.

Definizione 6.1. Dato un anello semisemplice con unita A, u € A ¢ idempotente
2

se u® = u.
Lemma 6.2. Dato A anello semisemplice con unita, I < A ideale sinistro,
allora esiste u € A idempotente tale che I = Au.

Dimostrazione. Da I < A sisa che esiste J < A ideale sinistro tale che A = I®J,
quindi esistono unici u € I, v € J tali che 1 = w + v. Chiaramente Au C I,
d’altra parte se a € I, a = al = a(u +v) = au + av, cioe a —au =av € J NI,
allora ¢ = au € Au. Ancora, v = ul = u? + uv e allo stesso modo si mostra che
u = u?; u si chiama unita generatrice dell’ideale. O
Corollario 6.3. Dato A anello semisemplice con unita, A = I & J, allora
I =Au, J= Av con u e v idempotenti e Iv = Ju = 0.

Proposizione 6.4. Sia A un anello semisemplice con unita, A=1y ®--- ® Iy,
ideali sinistri allora esistono uq,...,u unita generatrici per Iy, ..., I tali che
Liuj =0 per i # j.
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Dimostrazione. Siscrive A=1&J conJ = I, P I esiusa il corollario; si
vorrebbe fare la stessa cosa con J, ma non € detto che si possa; allora J = I, & L
con L =1I3@ - @ I e siripete il procedimento usando u, I'unita generatrice
di J, invece che I. O

Definizione 6.5. Un idempotente u si dice primitivo se non esistono u; # 0 e
ug # 0 idempotenti tali che u = u; + ug € uyus = usuy = 0.

Lemma 6.6. Siano A semisemplice con unita, u idempotente, allora u é
primitivo se e solo se Au & un ideale minimale.

Proposizione 6.7. Siano A una K-algebra semisemplice, u idempotente. Se
dimg uAu = 1 allora u é primitivo.

Dimostrazione. Per assurdo, se u = u1 +us € ujug = ugu; =0 e uf = u;, allora
uuiw = (ug + ug)ug(ur + u2) = ur = Aw. Inoltre u # 0 implica che uAu # 0.
Allora A\?u? = M\?u = u? = \u, percido A(\ — 1)u = 0, allora se A\ = 0, u; = 0,
assurdo; se A = 1, u; = u e ug = 0, assurdo. O

Osservazione 6.8. Se g € S,, allora Ry = gRrg™', Cyr = gCrgt,

Sgr = gsTg—l, agr = gaTg_l7 YT = gyTg_l; inoltre sp = ZUGRT o,

ar =Y ,co, (—1)70 e yr = srar.

Lemma 6.9. Siano p € Ry e q € Cp; se i e j stanno sulla stessa riga di T,
allora i e j non stanno sulla stessa colonna di pgT'; viceversa, se g € S, e tale
che wvale la proprieta precedente con gT, allora esistono p € Ry e q € Cr tali

che g = pq.

Lemma 6.10. Si ha pyr(—1)%q = yr per ognip € Ry e g € Cr, e yr ¢ l'unico
che soddisfa questa proprieta a meno di scalari.

Lemma 6.11. Si ha yrAyr C Cyr.

Dimostrazione. Sia a € A, x = yrayr, allora pz(—1)'q = pyrayr(—1)q
psrarasrar(—1)q = srarasrar = yrayr = .

Lemma 6.12. Sia f: C[S,] — C[S,]: a — ayr; allora Tr f = nl.

o

Dimostrazione. Si indica con Vr limmagine di f, cioé C[S,]yr. Si ha f =

Sopere (1) ppg, dove p & la moltiplicazione a destra; ¢ sufficiente quindi cal-
qeCr
colare ji,4, ma questa € una traccia di una moltiplicazione a destra che & sempre

nulla a meno che pg = Id, cioe p = ¢! e p di conseguenza stabilizzerebbe sia le
righe che le colonne, cioe p=¢=1Id e Tr f = TrId = n!. O

Ora, yr = Aryr e fiv, = Arldy,, percio n! = Tr f = Apdim Vr, da cui
Ar # 0. Sia up = /\i;lyT, e uz = ur: ¢ idempotente e dimup Aup = 1 quindi &
primitivo, da cui si ha Vi rappresentazione irriducibile.
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