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1. Rappresentazioni e moduli

1 Rappresentazioni e moduli
3.10.2006

Definizione 1.1. Sia G un gruppo, V uno spazio vettoriale di dimensione finita
(su un campo che si potrà pensare essere C); una rappresentazione di G in V è un
morfismo ρ : G→ GL(V ). La dimensione di V è il grado della rappresentazione;
una rappresentazione è fedele se ρ è iniettiva.

Esempio 1.2. SiaG = Z3, V = C;G è generato da 1, elemento di ordine 3, quindi
ρ(1) deve avere ordine che divide 3: le uniche possibilità sono ρ(k)(1) = e

2πik/3

con k ∈ {0, 1, 2}; ρ(0) è l’applicazione costante 1 e non è fedele; ρ(1) e ρ(2) sono
fedeli.

Definizione 1.3. Sia G un gruppo; uno spazio vettoriale V è un G-modulo se
dotato di un’azione G× V → V (cioè tale che ev = v e (gh)v = g(hv)) per cui
g(u+ v) = gu+ gv e g(λv) = λ(gv).

Osservazione 1.4. Rappresentazioni e G-moduli sono lo stesso concetto: se ρ è
una rappresentazione, l’azione gv = ρg(v) è lineare e definisce un G-modulo e
viceversa.

Definizione 1.5. Due G-moduli U e V si dicono isomorfi se esiste un
isomorfismo di spazi vettoriali f : U → V tale che per ogni g ∈ G si abbia

V
g //

f

��
	

V

f

��
U g

// U

,

dove con g si intende la moltiplicazione per l’elemento all’interno del G-modulo
corrispondente.

Esempio 1.6. Nell’esempio precedente, ovviamente ρ(0) non è isomorfa a ρ(1) o
ρ(2), ma nemmeno ρ(1) ∼= ρ(2): infatti dovrebbe esistere f ∈ GL(C) ∼= C? tale
che

ρ(2)
g = fρ(1)

g f−1 = ff−1ρ(1)
g = ρ(1)

g ,

cosa che non può verificarsi. Si può estendere questo esempio notando che ciò
accade perché C? è abeliano, quindi rappresentazioni di grado 1 sono isomorfe
se e solo se coincidono.

Osservazione 1.7. Sia G un gruppo, [G,G] =
〈
ghg−1h−1 | g, h ∈ G

〉
il sotto-

gruppo dei commutatori di G; l’abelianizzato di G è G/ [G,G]. Se ρ : G → C?
è una rappresentazione (di grado 1), allora ρghg−1h−1 = ρgρhρg−1ρh−1 = 1,
quindi [G,G] ⊆ ker(ρ). Ciò significa che le rappresentazioni di grado 1 sono
sostanzialmente identiche per un gruppo e per il suo abelianizzato.

Esempio 1.8. Se G = Zn, ricalcando l’esempio precedente, le rappresentazioni
sono completamente determinate da ρ1, che deve essere un elemento di C? di
ordine che divide n; in definitiva, esistono n rappresentazioni determinate da
ρ

(k)
1 = e

2πik/n: sono tutte diverse quindi lo sono anche modulo isomorfismo.

Definizione 1.9. Sia ρ : G→ GL(V ) una rappresentazione, un G-sottomodulo
di V (o sottospazio G-invariante) è un sottospazio U ≤ V tale che ρg(U) ⊆ U
per ogni g ∈ G. In questo caso si scrive U ≤G V .
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1. Rappresentazioni e moduli

Definizione 1.10. Un G-modulo V è irriducibile se U ≤G V implica U ∈
{0, V }.

Definizione 1.11. Se U e V sono G-moduli, anche U ⊕G V lo è con g(u, v) :=
(gu, gv).

Esempio 1.12. Sia V = 〈e1, . . . , en〉C, G = Sn. Si può fissare ρσ(ei) = eσ(i) e
ottenere una rappresentazione fedele di Sn, dove ρσ è una matrice di permuta-
zione. Se v =

∑n
i=1 ei, ρσ(v) = v, in quanto vengono solo permutati gli indici

della base, quindi il sottospazio Cv è G-invariante. Perciò V non è irriducibile,
ma U , essendo di dimensione 1, lo è. Risulta V = U ⊕GW con

W = {w ∈ V | w · v = 0 } =

{
n∑
i=1

aiei |
n∑
i=1

ai = 0

}

e W è un altro G-sottomodulo di V .

Esempio 1.13. Sia G = Z, V = C2, ρn = ( 1 n
0 1 ); ρ è una rappresentazione e

ρn(e1) = e1 per ogni n ∈ Z, quindi Ce1 ≤G V e V non è irriducibile. Tuttavia,
V non è somma diretta diG-moduli: se fosse V = U⊕GW ,W sarà un sottospazio
di dimensione 1, perciò W = Cw, ma w dovrebbe essere un autovettore comune
a tutte le matrici ρn.

6.10.2006

Definizione 1.14. Un’applicazione π : V → V è una proiezione di V su W se
π(V ) ⊆W e π|W = IdW .

Teorema 1.15. Sia G un gruppo finito, W un G-sottomodulo di V , allora esiste
un altro G-sottomodulo W ′ complementare di W .

Dimostrazione. Sia W ′ il complementare di W in V (si prenda una proiezione
π di V in W e sia W ′ = kerπ); si consideri π̄ = 1/ |G|

∑
g∈G gπg

−1, applicazione
di GL(V ); π̄ è ancora una proiezione:

� π̄(v) = 1/ |G|
∑
g∈G gπ(g−1v) ∈ W , in quanto π(g−1v) ∈ W e W è stabile

per G;

� π̄(w) = 1/ |G|
∑
g∈G gπ(g−1w) = 1/ |G|

∑
g∈G gg

−1w = w.

Sia ora W0 = ker π̄; se h ∈ G, allora

hπ̄h−1 =
1
|G|

∑
g∈G

hgπ̄g−1h−1 =
1
|G|

∑
g∈G

gπ̄g−1 = π̄;

cioè hπ̄ = π̄h. Se w ∈W0, π̄h(w) = hπ̄(w) = 0, cioè hw ∈W0. Si è ottenuto che
W0 è stabile per G, quindi è un G-sottomodulo.

Teorema 1.16. Sia G un gruppo di ordine finito, chK = 0, V un K-spazio
vettoriale e G-modulo di grado finito, allora V è isomorfo come G-modulo a una
somma diretta di G-moduli irriducibili.

Osservazione 1.17. La decomposizione in G-moduli irriducibili non è unica, ad
esempio se V = Kn è la rappresentazione banale (che mappa ogni elemento del
gruppo nell’identità di V ), allora per ogni base (e1, . . . , en) di V , si decompone
come Ke1 ⊕ · · · ⊕Ken.
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1. Rappresentazioni e moduli

Esempio 1.18. Si vogliono trovare le rappresentazioni di Z/nZ su C. Quelle di
grado uno devono mandare 1 in un elemento con ordine che divide n, quindi si
hanno n possibili rappresentazioni determinate da ρk(1) = e

2πik/n.
In generale per un gruppo finito G, la matrice ρg è tale che ρmg = I, dove

m = ord g; se si scrive ρg in forma di Jordan, deve risultare che tutti gli auto-
valori sono radici dell’unità e non ci possono essere 1 sulla sopradiagonale. In
particolare, Z/nZ si rappresenta mandando 1 in un automorfismo diagonale con
autovalori radici n-esime dell’unità e quindi queste rappresentazioni si spezzano
in rappresentazioni di grado uno. Lo stesso vale per i gruppi abeliani in generale.

Se invece si considera G = Z, la rappresentazione è completamente de-
terminata dalla matrice ρ1; due rappresentazioni sono isomorfe se esiste una
matrice invertibile T tale che σ1 = T−1ρ1T ; inoltre la rappresentazione è
indecomponibile se e solo se la matrice ρ1 ha un unico blocco di Jordan.

10.10.2006

Esempio 1.19. Si vogliono trovare tutti i possibili S3-moduli (S3 è isomorfo al
gruppo diedrale D3). Quelle finora esibite sono:

� la rappresentazione banale, di grado 1: ρg = 1 ∈ C?;

� la rappresentazione alterna, di grado 1: ρg = (−1)g;

� la riflessione: se ρ è la rappresentazione ρσ(ei) = eσ(i), si è visto che
C3 = C(e1 + e2 + e3)⊕G V , dove

V = { a1e1 + a2e2 + a3e3 | a1 + a2 + a3 = 0 } ;

posti ω = e
2πi/3, ε1 = (1, ω, ω2), ε2 = (ω, 1, ω2), σ = (1, 2), τ = (1, 2, 3), si

ha V = 〈ε1, ε2〉 e su questa base

ρσ =
(

0 1
1 0

)
, ρτ =

(
ω 0
0 ω2

)
;

se V fosse riducibile, si scomporrebbe in G-moduli di grado 1 e questo
può succedere solo se esistono autovettori comuni a tutte le matrici, ma
questo non è chiaramente possibile; si ottiene quindi una rappresentazione
di grado 2.

Teorema 1.20. Un S3-modulo irriducibile V , allora V può essere solo la
rappresentazione banale, l’alterna o la riflessione.

Dimostrazione. Si vede S3 = D3 = 〈σ, ρ〉; Z3 ≤ S3 è un sottomodulo abeliano
massimale; data una rappresentazione irriducibile ψ : S3 → GL(V ), esiste una
rappresentazione ψ̄ : Z3 → GL(V ), la restrizione di ψ a Z3. Poiché Z3 è abeliano,
V = Cv1⊕· · ·⊕Cvn come Z3 modulo, con n = dimV ; inoltre i vj sono autovettori
per ψρ: ψρ(vj) = ωαjvj , con ω = e

2πi/3 e αj ∈ {−1, 0, 1}; inoltre ψρ(ψσvj) =
ψσψ

2
ρvj = ψσω

2αjvj = ω2αjψσvj , cioè anche ψσvj è un autovettore per ψρ, ma
non necessariamente con lo stesso autovalore.

Sia U = 〈vj , ψσvj〉; U è stabile per ψσ e per ψρ che generano S3, quindi è
un S3-sottomodulo di V , ma si era supposto che V fosse irriducibile e poiché
U 6= 0, U = V . A questo punto:

� se α 6= 0 e v è un autovettore per ψρ di autovalore ωα, ψσv è un autovettore
per ψρ di autovalore ω−α 6= ωα: v e ψσv hanno autovalori distinti quindi
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sono linearmente indipendenti e formano una base; su questa, si ha

ψρ =
(
ωα 0
0 ω−α

)
e ψσ =

(
0 1
1 0

)
,

cioè V è la riflessione;

� se α = 0 e (v, ψσv) è una base, sono autovettori di ψρ di autovalore 1, cioè

ψρ =
(

1 0
0 1

)
e ψσ =

(
0 1
1 0

)
,

ma prendendo come base (v + ψσv, v − ψσv), le matrici diventano

ψρ =
(

1 0
0 1

)
e ψσ =

(
1 0
0 −1

)
,

che è impossibile in quanto l’autovettore v+ψσv è comune alle due matrici
e quindi V si decomporrebbe;

� se α = 0 e (v) è una base di U , si ha ψρv = v, ψσv = ±v; a seconda del
segno si ha la rappresentazione alterna o la banale.

Osservazione 1.21. Dato un G-modulo V con la rappresentazione ρ, anche V ?

è un G-modulo con ρ? : G→ GL(V ?) definita da (ρ?g(ϕ))(v) := ϕ(ρg−1(v)).
Dati due G-moduli V e W , con le rappresentazioni ρ e σ, anche Hom(V,W )

è un G-modulo con τ : G → GL(Hom(V,W )) definita da (τg(F ))(v) :=
σgFρg−1(v).

Infine, V ⊗W è un G-modulo con ψg(v ⊗ w) = gv ⊗ gw.
Questi G-moduli sono ben definiti: si deve dimostrare che ρ?gρ

?
h = ρ?gh, ma:

(ρ?gρ
?
h(ϕ))(v) = (ρ?g(ρ

?
h(ϕ)))(v) =

= ρ?h(ϕ)(ρg−1(v)) = ϕ(ρh−1ρg−1(v)) =
= ϕ(ρh−1g−1) = ϕ(ρ(gh)−1) = (ρ?gh(ϕ))(v);

le altre verifiche sono analoghe.

2 Caratteri
13.10.2006

Definizione 2.1. Data una rappresentazione ρ : G → GL(V ), il carattere di ρ
è χρ : G→ C con χρ(g) = Tr(ρg).

Proposizione 2.2. Alcune proprietà del carattere:

1. se V ∼=G W , χV = χW ;

2. χV (e) = dimV ;

3. χV (g−1) = χV (g);

4. χV⊕W = χV + χW ;

5. χV (hgh−1) = χV (g) (il carattere è una funzione di classe);
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2. Caratteri

6. χV⊗W = χV χW .

Dimostrazione. 1. Per ipotesi esiste un morfismo di G-moduli f , cioè tale
che fρg = σgf , quindi Tr(σg) = Tr(fρgf−1) = Tr(ρg) poiché la traccia è
un’applicazione di classe;

2. χV (e) = Tr(ρe) = Tr(Id) = dimV ;

3. g ha ordine finito, perciò esiste una base di V in cui ρg = diag(λ1, . . . , λn),
da cui χV (g) =

∑n
i=1 λi e ρg−1 = diag(λ−1

1 , . . . , λ−1
n ), ma λ−1

i = λ̄i, quindi
χV (g) = χV (g−1);

4. evidente per com’è costruita la matrice della rappresentazione di somma
diretta;

5. χV (ghg−1) = Tr(ρghg−1) = Tr(ρgρhρg−1) = Tr(ρh) = χV (h);

6. siano (e1, . . . , en) e (ε1, . . . , εn) basi di V e di W che diagonalizzano ρg e σg
con autovalori λi e µi, allora (ei⊗ εj) è una base di V ⊗W e ρg(ei⊗ εj) =
gei ⊗ gεj = λiei ⊗ µjεj = λiµjei ⊗ εj , quindi questa base diagonalizza
(ρ⊗ σ)g e χV⊗W (g) =

∑
i,j λiµj = (

∑
i λi)(

∑
j µj) = χV (g)χW (g).

Definizione 2.3. Lo spazio delle applicazioni di classe da G a C si denota

XG :=
{
f : G→ C | (∀g, h ∈ G)f(ghg−1) = f(h)

}
.

Osservazione 2.4. Lo spazio XG è uno spazio vettoriale su C; se C1, . . . Cr sono
le classi di coniugio di G, XG è generato dalle applicazioni δh che valgono 1 sugli
elementi di Ch e 0 altrove.

Definizione 2.5. Date f, h ∈ XG, si definisce 〈f, h〉 := 1/ |G|
∑
g∈G f(g)h(g).

Osservazione 2.6. L’applicazione (f, h) 7→ 〈f, h〉 è un prodotto scalare her-
mitiano, cioè è non degenere, lineare nella prima variabile, antilineare nella
seconda.

Proposizione 2.7. Per ogni rappresentazione V , si ha χV ? = χV .

Dimostrazione. Per ogni elemento g ∈ G, esiste una base (e1, . . . , en) per cui
ρg = diag(λ1, . . . , λn); sia (ϕ1, . . . , ϕn) la base duale, allora

ρ?g(ϕi)(ej) = ϕi(ρg−1(ej)) = ϕi(λ−1
j ej) = λ−1

j δi,j = λ−1
i δi,j = λ−1

i ϕi(ej);

poiché questo vale per ogni ej , si ha che ρ?g(ϕi) = λ−1
i ϕi = λ̄iϕi, quindi

χV ?(g) = Tr(ρ?g) =
n∑
i=1

λ̄i = Tr(ρg) = χV (g).

Definizione 2.8. Dato un G-modulo V , si definiscono l’algebra simmetrica del
secondo ordine e l’algebra alternante del secondo ordine rispettivamente come

S2(V ) :=
V ⊗ V

〈v ⊗ w − w ⊗ v〉v,w∈V
,

Λ2(V ) :=
V ⊗ V

〈v ⊗ w + w ⊗ v〉v,w∈V
.

In S2(V ) si indica il prodotto (commutativo) con ·; in Λ2(V ) si indica il prodotto
(anticommutativo) con ∧.
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2. Caratteri

Osservazione 2.9. Le algebre S2(V ) e Λ2(V ) ereditano in modo naturale la
struttura di G-modulo da V ⊗ V : g(v · w) := gv · gw e g(v ∧ w) := gv ∧ gw.

Definizione 2.10. Dati due G-moduli V e W , f : V →W è un morfismo di G-
moduli (o è G-equivariante) se è un’applicazione lineare tale che f(gv) = gf(v);
l’insieme dei morfismi di G-moduli si denota con HomG(V,W ).

Osservazione 2.11. Si ha HomG(V,W ) = Hom(V,W )G, l’insieme degli elementi
fissati da G nel G-modulo Hom(V,W ). Infatti, se f ∈ Hom(V,W )G, si ha f(v) =
(g−1f)(v) = g−1f(gv), cioè gf(v) = f(gv) e viceversa.

Lemma 2.12 (Schur). Siano V e W due G-moduli irriducibili, f : V → W
un morfismo di G-moduli, allora, se V �G W , f ≡ 0, altrimenti se V ∼=G W ,
f = Tr f

dimV IdV .

Dimostrazione. Sia v ∈ ker f , allora f(gv) = gf(v) = 0, quindi gv ∈ ker f , cioè
ker f è un G-sottomodulo di V ; se w = f(v), gw = gf(v) = f(gv), quindi anche
Im f è un G-sottomodulo di W . Poiché V e W sono irriducibili, ci sono solo due
possibilità:

� se ker f = 0, Im f non può essere 0 ma deve essere W , cioè f è un iso-
morfismo di G-moduli; in questo caso si può supporre V = W e f un
automorfismo di V ; per questo motivo esiste un autovalore λ di f , cioè
ker(f − λ IdV ) 6= 0, ma ancora perché V è irriducibile, f = λ IdV , e λ è la
media degli autovalori di f , perciò λ = Tr f

dimV ;

� se ker f = V , chiaramente Im f = 0 e f ≡ 0.

Osservazione 2.13. Se f e h sono entrambi morfismi non nulli di G-moduli
irriducibili differiscono per una costante moltiplicativa: f = λh. Il lemma di
Schur si può enunciare anche come dim HomG(V,W ) = δV,W , dove δV,W = 1 se
V ∼=G W , 0 altrimenti. Se V è irriducibile, EndG(V ) → C? che associa a f il
numero Tr f

dimV è un isomorfismo.

Teorema 2.14 (ortonormalità dei caratteri di rappresentazioni irriducibili).
Siano V e W G-moduli irriducibili, allora 〈χV , χW 〉 = δV,W .

Dimostrazione. Per ogni G-modulo U , π : U → U con π(u) = 1/ |G|
∑
g∈G gu è

una proiezione da U su UG = {u ∈ U | (∀g ∈ G)gu = u }: infatti

hπ(u) =
1
|G|

∑
g∈G

hgu = π(u)

cambiando indice da g a hg, e se u ∈ U è invariante,

π(u) =
1
|G|

∑
g∈G

gu =
1
|G|

∑
g∈G

u = u.

Quindi si ha

dimUG = Tr(π) =
1
|G|

∑
g∈G

Tr(g) =
1
|G|

∑
g∈G

χU (g).
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2. Caratteri

Se si prende U = Hom(W,V ), si ottiene

dimUG =
1
|G|

∑
g∈G

χU (g) =
1
|G|

∑
g∈G

χW (g)χV (g) = 〈χV , χW 〉 ,

ma per il lemma di Schur dimUG = dim HomG(V,W ) = δV,W .

Proposizione 2.15. Sia V un G-modulo, Vi G-moduli irriducibili tali che V ∼=G

V1⊕· · ·⊕Vr; sia µU (V ) := |{Vi | Vi ∼=G U }|; questa quantità è intrinseca e vale
〈χU , χV 〉.

Dimostrazione. Si ha

〈χU , χV 〉 = 〈χU , χV1⊕···⊕Vr 〉 =

〈
χU ,

r∑
i=1

χVi

〉
=

=
r∑
i=1

〈χU , χVi〉 =
r∑
i=1

δU,Vi = µU (V ).

Corollario 2.16. L’applicazione χ dai G-moduli modulo isomorfismo a XG è
iniettiva.

17.10.2006

Dimostrazione alternativa per l’ortonormalità dei caratteri. Siano ρ : G →
GL(V ), σ : G → GL(W ) due rappresentazioni irriducibili. Se F : V → W è
un’applicazione lineare, sia

F̃ =
1
|G|

∑
g∈G

σgFρg−1 =
1
|G|

∑
g∈G

gF ;

F̃ è invariante, cioè hF̃ = F̃ , quindi F̃ è un morfismo di G-moduli.
Siano (e1, . . . , en) e (f1, . . . , fm) basi di V e W ; si definisce Fi,j : V → W

con Fi,j(es) := δi,sfj . In generale vale

|G| F̃i,j(et) =
∑
g∈G

σgFi,jρg−1(et) =
∑
g∈G

σgFi,j

n∑
s=1

(ρg−1)
s,t
es =

=
∑
g∈G

σg(ρg−1)
i,t
fj =

∑
g∈G

m∑
h=1

(σg)h,j(ρg−1)
i,t
fh.

Se V �G W , F̃i,j = 0 e per ogni h ∈ {1, . . . ,m} deve essere∑
g∈G (σg)h,j(ρg−1)

i,t
= 0. Per l’arbitrarietà di i, j, t, quella quantità deve

annullarsi per ogni i, j, h, t.
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2. Caratteri

Allora si ha

〈χW , χV 〉 =
1
|G|

∑
g∈G

χW (g)χV (g) =

=
1
|G|

∑
g∈G

(
m∑
i=1

(σg)i,i

) n∑
j=1

(ρ̄g)j,j

 =

=
1
|G|

∑
g∈G

(
m∑
i=1

(σg)i,i

) n∑
j=1

(
ρg−1

)
j,j

 =

=
∑
i,j

1
|G|

∑
g∈G

(σg)i,i
(
ρg−1

)
j,j

 = 0.

Se invece V ∼=G W , risulta χV = χW ; per Schur, F̃i,j = Tr ˜Fi,j
dimV IdV e

Tr F̃i,j =
1
|G|

∑
g∈G

Tr
(
ρgFi,jρg−1

)
=

1
|G|

∑
g∈G

TrFi,j = TrFi,j = δi,j ,

quindi F̃i,j = δi,j/n IdV . Si ha

|G| δi,j
n
et = |G| F̃i,j(et) =

∑
g∈G

n∑
h=1

(ρg)h,j
(
ρg−1

)
h,j
eh

e perciò 1/ |G|
∑
g∈G (ρg)h,j

(
ρg−1

)
i,t

= δi,jδh,t
n e infine

〈χV , χV 〉 =
∑
i,j

1
|G|

∑
g∈G

(ρg)i,i
(
ρg−1

)
j,j
eh =

∑
i,j

δi,jδj,i
n

= 1.

Osservazione 2.17. Con questa dimostrazione si ha che, definite ρi,j : G → C
con ρi,j(g) := ρgi,j , (ρg−1)

i,j
= (ρ−1

g )
i,j

= (ρ̄gt)i,j = (ρ̄g)j,i, poiché si
può prendere una base che diagonalizza ρg. Si ottiene quindi 〈ρh,j , σt,i〉 =
1/ |G|

∑
g∈G (ρg)h,j(σ̄g)t,i = 0 se V �G W e 〈ρh,j , ρt,i〉 = δi,jδh,t

n .

Corollario 2.18. Dato un G-modulo V , 〈χV , χV 〉 è un intero positivo ed è 1
se e solo se V è irriducibile.

Dimostrazione. Si suppone di poter scrivere V ∼=G Zµ1
1 ⊕ · · · ⊕ Zµrr , allora

〈χV , χV 〉 =
∑
i,j µiµj

〈
χZi , χZj

〉
=
∑
i µ

2
i ∈ N \ {0}. Inoltre l’unico modo in

cui una somma di quadrati può dare 1 è che r = 1 e µ1 = 1; viceversa, se V è
irriducibile, r = 1 e µ1 = 1.

20.10.2006

Esercizio 2.19. Sia Ω un insieme finito su cui agisce un gruppo G e sia V =
〈 eω | ω ∈ Ω 〉C; se s è il numero di orbite di G in Ω allora V contiene s copie
della rappresentazione banale.

Soluzione. Siano Ω1, . . . ,Ωs le orbite, allora vi =
∑
ω∈Ωi

eω è stabile: gvi =∑
ω∈Ωi

geω =
∑
ω∈Ωi

egω =
∑
ω∈Ωi

eω = vi, quindi V contiene almeno s
copie della rappresentazione banale. Se ora v = gv ∈ V per ogni g ∈ G,

10



2. Caratteri

v =
∑
ω∈Ω aωeω e gv =

∑
ω∈Ω aωegω, quindi aω = agω per ogni g, cioè a è fun-

zione di classe; allora v =
∑s
i=1 aωivi con ωi ∈ Ωi qualsiasi: v è combinazione

lineare di v1, . . . , vn, perciò V contiene solo s copie della banale.
Oppure, usando i caratteri, si calcola

〈χV , χB〉 =
1
|G|

∑
g∈G

χV (g) =
1
|G|

∑
g∈G

Tr(g) =

=
1
|G|

∑
g∈G
|Fix(g)| = 1

|G|
|{ (g, ω) | gω = ω }| =

=
1
|G|

∑
ω∈Ω

|Stab(ω)| = 1
|G|

∑
ω∈Ω

|G|
|O(ω)|

=

=
∑
ω∈Ω

1
|O(ω)|

= s.

Esercizio 2.20. Data un’azione doppiamente transitiva di G su Ω (cioè tale che
per ogni (x, y) e (x′, y′) con x 6= y e x′ 6= y′, esista g ∈ G con gx = x′ e
gy = y′), sia W =

〈
e(x,y) | (x, y) ∈ Ω2

〉
C, allora χW = χ2

V ; V ∼=G B ⊕ U con U
irriducibile; la riflessione per Sn è irriducibile.

Soluzione. Si ha χW (g) = |FixΩ2(g)| =
∣∣{ (x, y) ∈ Ω2 | gx = x, gy = y

}∣∣ =
|{x ∈ Ω | gx = x }|2 = χV (g)2.

Poiché W si divide in due orbite (la diagonale e il resto), 〈χW , χB〉 = 2 =〈
χ2
V , χB

〉
= 1/ |G|

∑
g∈G χV (g)2 = 1/ |G|

∑
g∈G χV (g)χV (g) = 〈χV , χV 〉. Quindi

se V si scompone in
⊕r

i=1 Z
µi
i , deve essere che 2 =

∑r
i=1 µ

2
i , e l’unica possibilità

è che si scomponga in due rappresentazioni irriducibili. Poiché ha una sola orbita,
si ha V = B ⊕ U con U irriducibile e non banale.

In particolare, Sn agisce n-transitivamente su {1, . . . , n}, quindi la rappre-
sentazione di permutazione si scompone in B ⊕R dove R è la rappresentazione
di riflessione che di conseguenza è irriducibile.

Lemma 2.21. Sia ϕ : G→ C; dato un G-modulo V , si definisce fϕ,V : V → V
con fϕ,V (v) :=

∑
g∈G ϕ(g)gv; allora fϕ,V è un morfismo di G-moduli per ogni

V se e solo se ϕ è una funzione di classe.

Dimostrazione. ⇐ Se ϕ è funzione di classe,

hfϕ,V h
−1(v) = h

∑
g∈G

ϕ(g)gh−1(v),

che grazie a un cambiamento di variabile è uguale a∑
g∈G

ϕ(h−1gh)gv =
∑
g∈G

ϕ(g)gv = fϕ,V (v),

cioè fϕ,V è G-equivariante.

⇒ Se fϕ,V è G-equivariante per ogni V , lo è in particolare per la rappresentazio-
ne regolare V = P := 〈 eg | g ∈ G 〉C, allora si ha hfϕ,V h−1(ee) = fϕ,V (ee)
per ogni h ∈ G; ma fϕ,V (ee) =

∑
g∈G ϕ(g)eg e

hfϕ,V h
−1(ee) = h

∑
g∈G

ϕ(g)gh−1ee =
∑
g∈G

ϕ(g)hgh−1ee =
∑
g∈G

ϕ(h−1gh)eg,

11



2. Caratteri

quindi ϕ(h−1gh) = ϕ(g) per ogni g, h ∈ G.

Teorema 2.22. L’insieme {χV | V irriducibile } è una base ortonormale di
XG. In particolare, il numero dei G-moduli irriducibili distinti è pari al numero
di classi di coniugio di G.

Dimostrazione. Si è già dimostrato che la famiglia {χV } è ortonormale, si deve
solo provare che generano tutto XG. Sia quindi ϕ ∈ XG tale che 〈ϕ, χV 〉 = 0
per ogni V irriducibile, si deve dimostrare che ϕ = 0, cioè che l’ortogonale è il
vettore nullo. Se V è irriducibile, per il lemma di Schur fϕ,V = Tr fϕ,V/dimV IdV ;
si ha

Tr fϕ,V =
∑
g∈G

ϕ(g) Tr g =
∑
g∈G

ϕ(g)χV (g) =
∑
g∈G

ϕ(g)χV ?(g) = |G| 〈ϕ, χV ?〉 .

Ma V ? è ancora irriducibile, perché si mostra facilmente che V e V ? hanno la
stessa norma quadra, quindi Tr fϕ,V = 0 e fϕ,V = 0.

Siano ora V,W due G-moduli irriducibili;

fϕ,V⊕W (v, w) =
∑
g∈G

ϕ(g)g(v, w) =
∑
g∈G

ϕ(g)(gv, gw) =

= (fϕ,V (g), fϕ,W (g)) = (0, 0).

Allora fϕ,V = 0 per qualsiasi G-modulo V (non soltanto per gli irriducibili) e
in particolare è vero per V = P: si ha 0 = fϕ,P(ee) =

∑
g∈G ϕ(g)eg, da cui

ϕ(g) = 0 per ogni g ∈ G.

Osservazione 2.23. La rappresentazione regolare si scompone come P =⊕
V irriducibili V

dimV . Infatti P è una rappresentazione di permutazione, quindi
χP(g) = |Fix(g)| = δg,e |G|, cioè χP = |G| δe. Allora

µP(V ) = 〈χP, χV 〉 =
1
|G|

∑
g∈G
|G| δe(g)χV (g) = χV (e) = Tr IdV = dimV .

Corollario 2.24. Si ha
∑
V irriducibile dimV χV (g) = |G| δe,g, dim P = |G| =∑

V irriducibile (dimV )2, e se V è irriducibile, dimV ≤
√
|G|.

Esempio 2.25. Si costruirà la tavola dei caratteri di S3, cioè una matrice n× n
con n il numero di classi di coniugio o, equivalentemente, di rappresentazioni
irriducibili. Per S3, queste sono la rappresentazione banale, quella alterna e
quella di riflessione, mentre le classi di coniugio sono di rappresentanti e, (12),
(123) e hanno rispettivamente cardinalità 1, 3, 2.


1
e

3
(12)

2
(123)

B 1 1 1
A 1 −1 1
R 2 0 −1


Infatti, le prime due righe sono banali; per calcolare la terza si può usare la
formula

∑
V irriducibile dimV χV (g) = |G| δe,g, oppure si può notare che la rap-

presentazione di permutazione T , per cui vale χT (g) = |Fix(g)|, si decompone
in B⊕R, quindi χR(g) = χT (g)−χB(g). Il fatto che risultino tutti numeri interi
non è una regola generale, ma è vero in particolare per le tavole dei caratteri di
Sn. Per la proposizione precedente, P ∼= B ⊕A⊕R2.

12



2. Caratteri

Proposizione 2.26. Sia (χVi(gj))i,j con gj ∈ Cj (la j-esima classe
di coniugio di G) la tavola dei caratteri di un gruppo G e sia ai,j =√
|Cj |/ |G|χVi(gj) = 1/

p
|Z(gj)|χVi(gj); allora le righe della matrice A sono

ortonormali. In particolare, le colonne della tavola dei caratteri sono ortogonali.

Dimostrazione. Si ha

δh,k = 〈χVh , χVk〉 =
1
|G|

∑
g∈G

χVh(g)χVk(g) =

=
1
|G|

s∑
j=1

|Cj |χVh(gj)χVk(gj) =

=
s∑
j=1

√
|Cj |
|G|

χVh(gj)

√
|Cj |
|G|

χVk(gj) =
s∑
j=1

ah,jaj,k,

quindi le righe di A sono ortonormali, ma questo implica che lo sono anche le
colonne.

Esempio 2.27. Si costruirà la tavola dei caratteri di S4: si cercano cinque rappre-
sentazioni irriducibili, ma già si conoscono completamente la rappresentazione
banale, l’alterna e quella di riflessione; per la quarta, si osserva che data una
rappresentazione irriducibile V di Sn, anche A⊗ V è irriducibile:

〈χA⊗V , χA⊗V 〉 =
1
n!

∑
σ∈Sn

χA(σ)χV (σ)χA(σ)χV (σ) =

=
1
n!

∑
σ∈Sn

(−1)σ(−1)σχV (σ)χV (σ) = 〈χV , χV 〉 = 1,

che è condizione sufficiente e necessaria perché A⊗ V sia irriducibile. L’ultima
rappresentazione si ottiene grazie alla condizione di ortogonalità delle colonne.



1
e

6
(12)

3
(12)(34)

8
(123)

6
(1234)

B 1 1 1 1 1
A 1 −1 1 1 −1
R 3 1 −1 0 −1

A⊗R 3 −1 −1 0 1
V 2 0 2 −1 0


24.10.2006

Esempio 2.28. Per S5, si hanno quattro rappresentazioni note, B, A, R, A⊗R;
ne mancano tre. La prima si ottiene con l’algebra alternante di secondo ordine
su R, Λ2R, e il suo carattere dalla formula χΛ2R(g) = 1/2(χ2

R(g) − χR(g2)); il
residuo delle dimensioni al quadrato è 50 = 120− 12 − 12 − 42 − 42 − 62, quindi
possono mancare rappresentazioni di grado 1 e 7 o due di grado 5; si mostra che
non esistono altre rappresentazioni di grado 1.

Sia ρ : S5 → GL(C) ∼= C? una rappresentazione; ker ρ è un sottogruppo
normale di S5, perciò deve essere ker ρ ∈ {{1} , An, Sn}. Il nucleo non può essere
{1}, perché ρ sarebbe un morfismo iniettivo da un gruppo non abeliano a uno
abeliano. Se ker ρ = Sn, chiaramente ρ è la rappresentazione banale; infine, se
ker ρ = An, Sn/ker ρ ∼= Z2 e l’immagine di 1 + 2Z ha ordine 2, quindi può andare
solo in −1 ∈ C? e ρ è la rappresentazione alterna.

13



2. Caratteri

Di conseguenza le rappresentazioni rimanenti W1 e W2 hanno entrambe gra-
do 5; si può ipotizzare che W2 = A⊗W1. Se cos̀ı non fosse, χWi

(σ) = 0 per ogni σ
di ordine dispari, in quanto dovrebbe essere A⊗Wi

∼= Wi (W1 e W2 sono le uni-
che rappresentazioni di grado 5). D’altra parte, si conosce la norma quadra delle
colonne della tavola dei caratteri: è |G|/ |Cj | e in particolare per la classe di coniu-
gio di (12) si ha 120/10 = 11 +(−1)2 +22 +(−2)2 +02 +χW1((12))2 +χW2((12))2,
assurdo perché i caratteri rimanenti non possono essere nulli come era stato
trovato. Quindi χW1((12)) = −χW2((12)) e la somma dei loro quadrati è 2: sono
1 e −1, in un qualche ordine. Per la terza colonna, la somma dei quadrati deve
risultare 120/15 = 8 e si trova che i caratteri di W1 e W2 devono essere entrambi
1 o entrambi −1; per decidere il segno, si sfrutta l’ortogonalità con la seconda
colonna. Procedendo in questo modo si completa la tabella.

Al contrario di Λ2R, S2R è riducibile: calcolando il suo carattere, si mostra
che è lo stesso della rappresentazione B⊕R⊕W . Questo può servire per scoprire
nei dettagli W , localizzando dentro S2R la rappresentazione banale e quella di
riflessione e prendendo l’ortogonale a queste due.



1
e

10
(12)

15
(12)(34)

20
(123)

20
(123)(45)

30
(1234)

24
(12345)

B 1 1 1 1 1 1 1
A 1 −1 1 1 −1 −1 1
R 4 2 0 1 −1 0 −1

A⊗R 4 −2 0 1 1 0 −1
Λ2R 6 0 −2 0 0 0 1
W1 5 1 1 −1 −1 −1 0
W2 5 −1 1 −1 1 1 0


27.10.2006

Esempio 2.29. Trovare la tavola dei caratteri di A4.

Soluzione. Innanzitutto bisogna trovare le classi di coniugio di A4: la classe
di S4 con rappresentante σ = σ1 · · ·σr si decompone in due classi di A4 se
i σi sono tutti distinti e dispari, altrimenti è anche una classe di A4; quindi
le classi sono quattro e hanno come rappresentanti e, (12)(34), (123) e (132).
Si cercano quindi quattro rappresentazioni irriducibili. Si osserva che posto K
il sottogruppo normale generato dai 2-cicli, A4/K ∼= Z3 e da Z3 si hanno tre
rappresentazioni irriducibili di grado 1. Riportandole a rappresentazioni di A4,
saranno rappresentazioni di grado 1 che mandano i 2-cicli nell’identità, mentre le
due classi di coniugio dei 3-cicli verranno mandate in altre radici terze dell’unità.

Rimane un’unica rappresentazione, che si mostra con le formule essere di
grado 3, e avere lo stesso carattere della rappresentazione di riflessione di S4

composta con l’iniezione di A4 in S4, quindi l’ultima rappresentazione è proprio
quella di riflessione.


1
e

3
(12)(34)

4
(123)

4
(132)

ρ0 1 1 1 1
ρ1 1 1 ω ω−1

ρ−1 1 1 ω−1 ω
R 3 −1 0 0


Esercizio 2.30. Per ogni tavola dei caratteri T vista come matrice n× n, si ha
detT ∈ R ∪ iR e |detT |2 =

∏s
j=1 |Z(gj)| con gj rappresentante della classe di

coniugio Cj .

14



3. C[G]-moduli

Soluzione. Si ha che detT ∈ R ∪ iR è equivalente a detT = ±detT , ma
detT = det T̄ ; inoltre χ̄V = χV ? e V ? è irriducibile se V è irriducibile. Quindi
la tavola coniugata è uguale alla tavola le cui righe sono state permutate, perciò
il determinante è uguale a meno del segno.

Infine, le colonne sono ortogonali, perciò |detT |2 = det(T tT̄ ) =
det2(diag(λ1, . . . , λs)) con λi = |G|/ |Ci| = |Z(gi)|.

3 C[G]-moduli

Definizione 3.1. Dati un G-modulo V e un H-modulo W , si definisce V �W
insiemisticamente come V ⊗W , ma con la struttura di G×H-modulo data da
(g, h)v � w := gv � hw.

27.11.2006

Osservazione 3.2. Se V è un G-modulo irriducibile e W è un H-modulo irriduci-
bile, allora V �W è un G×H-modulo irriducibile; viceversa, ogni G×H-modulo
irriducibile è prodotto di un G-modulo irriducibile e un H-modulo irriducibile.

Infatti si ha χV�W (g, h) = Tr ρg ⊗ σh = Tr ρg Trσh = χV (g)χW (h) e come
conseguenza immediata ‖χV�W ‖2 = ‖χV ‖2 ‖χW ‖2.

Se V �W ∼=G×H V ′ �W ′ sono due rappresentazioni irriducibili con V , V ′,
W , W ′ irriducibili, allora V ∼=G V ′ e W ∼=H W ′. Infatti, χV�W = χV ′�W ′ ,
che calcolato in (g, e) dà dimWχV (g) = dimW ′χV ′(g), ma se V �G V ′ i
due caratteri sarebbero ortogonali, quindi le due rappresentazioni devono essere
isomorfe e allo stesso modo W e W ′.

Si sono trovate quindi tante rappresentazioni irriducibili per G×H quante
il prodotto tra il numero delle classi di coniugio di G e il numero delle classi di
coniugio di H, cioè tante quante le classi di coniugio di G×H; questo significa
che non ci sono altre rappresentazioni irriducibili.

Definizione 3.3. Si definisce l’algebra C[G] := 〈 g | g ∈ G 〉C, con g · h := gh;
un C[G]-modulo è (V, ρ) con ρ : C[G]→ End(V )1.

Osservazione 3.4. Dato un G-modulo ρ : G → GL(V ), si ha un C[G]-modulo
con ρ̂ : C[G] → End(V ) definito da ρ̂(

∑
g∈G agg) :=

∑
g∈G agρg. L’applicazione

cos̀ı definita è non solo lineare, ma anche un morfismo di algebre, in quanto
ρ̂(g · h) = ρ̂(g)ρ̂(h) e ρ̂(e) = IdV .

Viceversa, dato ϕ : C[G] → End(V ), si ha che ϕ|G è un G-modulo e ovvia-
mente ϕ̂|G = ϕ e ρ̂|G = ρ. Da questa corrispondenza biunivoca si deducono le
seguenti:

� ρ è un G-modulo irriducibile se e solo se ρ̂ è un C[G]-modulo irriducibile,
in quanto un sottospazio invariante per ρ ne induce uno per ρ̂ e viceversa;

� C[G] è un C[G]-modulo con la moltiplicazione a sinistra, quindi per re-
strizione è un G-modulo: la rappresentazione regolare; i C[G]-sottomoduli
sono gli ideali sinistri (cioè gli insiemi stabili per la moltiplicazione a si-
nistra) e quelli irriducibili sono gli ideali minimali (cioè quelli che non
contengono propriamente altri ideali non nulli);

1Poiché gli elementi di C[G] non sono tutti invertibili, il codominio non può essere solo
GL(V ).
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3. C[G]-moduli

� se C[G] è completamente riducibile, quindi per ogni suo ideale I esiste
un ideale J tale che C[G] ∼=C[G] I ⊕ J ; in questo caso si dice che C[G] è
semisemplice.

Proposizione 3.5. Siano Z1, . . . , Zs le rappresentazioni irriducibili di G, con
dimensioni n1, . . . , ns, allora esiste un isomorfismo di algebre C[G] → E :=⊕s

i=1 End(Zi) ∼=C[G]

⊕s
i=1 M (ni × ni,C).

Dimostrazione. Siano ρi : G → GL(Zi) e ρ̂ = ρ̂1 ⊕ · · · ⊕ ρ̂s; per come è de-
finito, ρ è un morfismo di algebre. Inoltre, dimC[G] = |G| =

∑s
i=1 n

2
i =∑s

i=1 dim End(Zi) = dimE, perciò basta dimostrare che ρ è suriettiva. Sia
H := Im ρ ≤ E; se H 6= E, esiste f : E → C tale che f(H) = {0} ma f 6≡ 0; si
prendono delle basi ortonormali di Zi tali che le matrici siano unitarie, allora le
funzioni ρij,k sono ortogonali. Si ha ρ(g) = (ρ1(g), . . . , ρs(g)) =

∑
i,j,k ρ

i
j,k(g)eij,k,

dove eij,k è l’elemento con tutti 0 tranne nell’entrata (j, k) dell’i-esima matri-
ce. Siano aij,k := f(eij,k); si ha 0 = fρ(g) =

∑
i,j,k a

i
j,kρ

i
j,k(g), con gli aij,k non

tutti nulli, ma questo è assurdo perché ρij,k sono ortogonali e in particolare
indipendenti.

7.11.2006

Esercizio 3.6. Dato C[G], il centro Z(C[G]) si scrive come Z[G]. Si ha Z[G] =
〈eC1 , . . . , eCs〉 con Ci le classi di coniugio di G e eCi =

∑
g∈Ci g.

Soluzione. Sia x =
∑
g∈G agg ∈ Z[G], allora per ogni h ∈ G,∑
g∈G

aggh =
∑
g∈G

aghg =
∑
g∈G

ah−1ghgh,

cambiando la variabile della sommatoria, da cui ah−1gh = ag: a è funzione di clas-
se, perciò x ∈ 〈eC1 , . . . , eCs〉. Viceversa, allo stesso modo, heCi =

∑
g∈Ci hg =∑

g∈Ci gh, cioè eCi ∈ Z[G].

Osservazione 3.7. Una rappresentazione irriducibile ρi : G → GL(Zi) di G di
dimensione ni si può estendere a ρ̂i : C[G]→ End(Zi); inoltre:

� ρ̂i(Z) ⊆ C IdZi , con Z := Z[G];

� se ωi : Z → C tale che ρ̂i|Z(x) = ωi(x) IdZi , allora se x =
∑
agg, ωi(x) =

1/ni
∑
agχi(g).

Infatti se gx = xg per ogni g ∈ G, ρ̂i(g)ρ̂i(x) = ρ̂i(x)ρ̂i(g), quindi ρi(g)ρ̂i(x) =
ρ̂i(x)ρi(g). Allora ρ̂i(x) è un morfismo di moduli da Zi in Zi, ma Zi è irriducibile,
allora per il lemma di Schur è un multiplo dell’identità. Ora,

ρ̂i(x) =
Tr(ρ̂i(x))

ni
IdZi =

Tr
(∑

g∈G agρi(g)
)

ni
IdZi =

∑
g∈G ag Tr(ρi(g))

ni
IdZi .

Proposizione 3.8. La mappa ω : Z → Cs che associa a x la s-upla
(ω1(x), . . . , ωs(x)) è isomorfismo di algebre.

Dimostrazione. Si è dimostrato che la mappa ρ̂ : C[G] →
⊕s

i=1 End(Zi) è iso-
morfismo di algebre, e il centro viene mandato in

⊕s
i=1 Z(End(Zi)) ∼=

⊕s
i=1C

(il centro di un’algebra su C è C) e la composizione è ω.
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3. C[G]-moduli

Definizione 3.9. Un elemento x ∈ R è intero su Z se esistono a1, . . . , an ∈ Z
tali che xn + a1x

n−1 + · · ·+ an = 0. Se R = C, x si dice intero algebrico.

Si dimostra che gli interi su Q sono gli elementi di Z e che le radici dell’unità
sono interi algebrici.

Proposizione 3.10. Sono equivalenti:

� x ∈ R è intero su Z;

� Z[x] è uno Z-modulo finitamente generato;

� esiste uno Z-sottomodulo M di R che contiene Z[x] ed è finitamente
generato.

Corollario 3.11. Se R è finitamente generato come Z-modulo, ogni x ∈ R è
intero (si può prendere R stesso come M).

Gli elementi interi di R sono un sottoanello.

Proposizione 3.12. Sia V un G-modulo, allora χV (g) è intero algebrico.

Dimostrazione. Sia ρg la matrice dell’azione di g su V ; poiché G ha ordine
finito, si può trovare una base in cui ρg = diag(x1, . . . , xr) e xni = 1 se n = |G|.
Quindi gli autovalori sono interi algebrici, ma allora la traccia che è somma degli
autovalori, è un intero algebrico perché somma di interi algebrici.

Proposizione 3.13. Sia x =
∑
g∈G agg ∈ Z con ag intero algebrico per ogni

g ∈ G, allora x è intero (il centro è un anello commutativo).

Dimostrazione. Siano C1, . . . , Cs le classi coniugate, ei =
∑
g∈Ci g; si è visto

che 〈e1, . . . , es〉 = Z e siano gi ∈ Ci. Poiché x ∈ Z, x =
∑s
i=1 agiei (perché gli

ag non variano all’interno della stessa classe di coniugio). Se gli ei sono interi,
si ha la tesi perché x è combinazione di elementi interi.

Si considera eiej =
∑s
k=1 a

k
i,jek, perché eiej ∈ Z. Ora, eiej ∈ 〈 g | g ∈ G 〉Z,

ma appartiene anche a 〈e1, . . . , es〉C; l’intersezione di questi fa A := 〈e1, . . . , es〉Z,
quindi aki,j sono interi. Di conseguenze, lo Z-modulo A è anche un sottoanello
di R, quindi tutti i suoi elementi sono interi e in particolare lo sono gli ei.

Corollario 3.14. Sia ρ una rappresentazione irriducibile di grado n e χ il suo
carattere. Se x =

∑
g∈G agg ∈ Z è tale che ag è intero per ogni g ∈ G, allora

1/n
∑
g∈G agχ(g) è intero algebrico.

Dimostrazione. Il numero 1/n
∑
g∈G agχ(g) è ω(x); poiché x è intero, anche la

sua immagine mediante ω lo è.

Corollario 3.15. Sia V un G-modulo irriducibile, allora n = dimV | |G|.

Dimostrazione. Sia x =
∑
g∈G χV (g−1)g ∈ C[G]; x ∈ Z perché χV è un’ap-

plicazione di classe, allora 1/n
∑
g∈G χV (g−1)χV (g) è un intero algebrico, il che

significa che 1/n
∑
g∈G χV (g)χV (g) = 1/n |G| ‖χV ‖2 = |G|/n, che essendo intero

algebrico e appartenente a Q, deve essere intero, quindi n | |G|.
10.11.2006

Esercizio 3.16. Sia V un G-modulo irriducibile, allora dimV | |G|/ |Z(G)|.
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4. Rappresentazioni indotte

Soluzione. Da ρ : G → GL(V ), si scrive la rappresentazione irriducibile Gm →
GL(V �m) per un m qualsiasi. Si sa che un elemento del centro agisce su V
come un multiplo dell’identità. Si può considerare un sottogruppo H del centro
di Gm (quindi normale), cioè H = { (z1, . . . , zm) ∈ Z(G)m | z1 · · · zm = e }. La
rappresentazione ρ�m passa al quoziente ad una rappresentazione ρ̄. Si è in
questa situazione:

Gm
ρ�m

//

π
!!B

BB
BB

BB
B GL(V �m)

Gm

H ,

ρ̄

::uuuuuuuuu

e le norme sono in relazione:

‖χρ̄‖2 =
|H|
|Gm|

∑
(g1,...,gm)∈GmH

χρ̄(g1, . . . , gm)χρ̄(g1, . . . , gm) =

=
1
|G|m

∑
(g1,...,gm)∈Gm

χρ̄((g1, . . . , gm)H)χρ̄((g1, . . . , gm)H) =

=
1
|G|m

∑
g1,...,gm∈G

m∏
i=1

χρ(gi)χρ(gi) =

=
1
|G|m

∑
g∈G

χρ(g)χρ(g)

m

= ‖χρ‖2m .

Quindi anche ρ̄ è irriducibile. Ora,

H =
{

(z1, . . . , zm−1, (z1 · · · zm−1)−1) | (z1, . . . , zm−1) ∈ Z(G)m−1
}

,

quindi |H| = |Z(G)|m−1 e questo è vero per ogni m. Si ha la relazione sulla
dimensione di V : nm := dimV �m|tm/cm−1, dove t := |G| e c := |Z(G)|. Quindi

tm

cm−1nm ∈ Z, allora (t/cn)m ∈ 1/cZ per ogni m e Z[t/cn] ⊆ 1/cZ, quindi Z[t/cn] è
contenuto in uno Z-modulo finitamente generato, perciò è intero.

4 Rappresentazioni indotte

Sia H un sottogruppo di G; si prende un sistema di rappresentanti R, cioè un
insieme tale che se g ∈ G, esiste un unico r ∈ R e t ∈ H tale che g = rt.

Data una rappresentazione ρ : G → GL(V ), anche H agisce su V con la
rappresentazione ρ|H (generalmente si chiamerà questa restrizione ϑ). Dato un
H-sottomodulo W di V , si indicherà con ϑ anche la mappa ρ|GL(W )

|H .
Preso σ ∈ G/H, si può definire Wσ := ρsW ≤ V dove s ∈ σ. Questa defini-

zione è ben posta perché Wσ non dipende da s: se s′ ∈ σ, esiste t ∈ H tale che
s′ = st, allora ρs′W = ρstW = ρsρtW = ρsW .

Si considera ora {Wσ | σ ∈ G/H }; G agisce su questo insieme come una
permutazione: se s ∈ σ, g ∈ G, ρgWσ = ρgρsW = ρgsW = Wτ con τ = gsH.

Definizione 4.1. Sia V un G-modulo, H ≤ G, W sottospazio di V H-
invariante; si dice che V è indotto da H se V =

⊕
σ∈G/HWσ o equivalentemente

se ogni v ∈ V si può scrivere in maniera unica come
∑
σ∈G/H vσ con vσ ∈Wσ.
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4. Rappresentazioni indotte

Osservazione 4.2. Sia ha dimV = |G|/ |H| dimW . Questo perché i traslati hanno
la stessa dimensione di W .
Esempio 4.3. Si considera la rappresentazione regolare di G, P = 〈 eg | g ∈ G 〉 =
V e si considera W = 〈 eh | h ∈ H 〉 = PH . Se σ ∈ G/H,

Wσ = ρsW = 〈 ρseh | h ∈ H 〉 = 〈 esh | h ∈ H 〉 =
= 〈 eg | g ∈ sH 〉 = 〈 eg | g ∈ σ 〉 .

Si ha facilmente che V =
⊕

σ∈G/HWσ: la rappresentazione regolare di G è
indotta dalla rappresentazione regolare di H.
Esempio 4.4. Sia V = 〈 eσ | σ ∈ G/H 〉 e sia ρgeσ = egσ (si tratta della rappresen-
tazione di permutazione associata all’azione di G su G/H). Se si pone W = 〈eH〉,
W è fissato dagli elementi di H e Wσ = ρsW = 〈ρseH〉 = 〈esH〉: i traslati so-
no gli elementi associati alle altre classi laterali, allora V =

⊕
σ∈G/HWσ: la

rappresentazione banale su H induce la rappresentazione di permutazione su V .
Esempio 4.5. Se V1 è indotta da W1 e V2 è indotta da W2, allora V1 ⊕ V2 è
indotta da W1 ⊕W2: si ha Vi =

⊕
r∈R rWi, allora

V1 ⊕ V2 =

(⊕
r∈R

rW1

)
⊕

(⊕
r∈R

rW2

)
=
⊕
r∈R

r(W1 ⊕W2).

Esempio 4.6. Se (V, ρ) è indotta da (W,ϑ), e W1 è un sottospazio H-invariante
di W , si definisce V1 :=

∑
r∈R ρrW1 ≤ V . Allora V1 è G-invariante:

ρgV1 =
∑
r∈R

ρgρrW1 =
∑
r∈R

ρgrW1 =
∑
r∈R

ρrW1,

perché { gr | r ∈ R } è un sistema di rappresentanti e si ha che V1 è un G-
sottomodulo. Inoltre V1 è indotto da W1, cioè la somma è in realtà una somma
diretta. Si suppone che

∑
r∈R vr = 0 con vr ∈ ρrW1; ma ρrW1 ⊆ ρrW , cioè

ogni vr sta in un traslato di W diverso, allora vr = 0 per ogni r ∈ R.
Esempio 4.7. Sia (V, ρ) indotto da (W,ϑ) e sia (Z, ρ′) un G-modulo. Allora V ⊗Z
è indotto da W ⊗ResGH Z dove ResGH Z è la restrizione della rappresentazione a
H. Si sa che V =

⊕
r⊕R ρrW e

V ⊗ Z =

(⊕
r∈R

ρrW

)
⊗ Z =

⊕
r∈R

(ρrW ⊗ Z) =
⊕
r∈R

(ρrW ⊗ ρ′rZ)

perché ρ′rZ = Z, quindi V ⊗ Z =
⊕

r∈R(ρr ⊗ ρ′r)(W ⊗ Z) e Z si può vedere
come ResGH Z.

Teorema 4.8 (Proprietà universale dell’induzione). Sia (V, ρ) indotto da
(W,ϑ), allora per ogni ρ′ : G→ GL(V ′) e per ogni f : W → V ′ H-equivariante2

esiste una unica F : V → V ′ G-equivariante tale che F|W = f :

V
F // V ′

W .
i

``BBBBBBBB f

=={{{{{{{{

2Cioè tale che f(ϑtw) = ρtf(w) per ogni t ∈ H,w ∈W .
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4. Rappresentazioni indotte

Dimostrazione. Unicità. Sia F : V → V ′ con questa proprietà e sia x ∈ ρsW
allora ρ−1

s x ∈W e

F (x) = F (ρsρ−1
s x) = ρ′sF (ρ−1

s x) = ρ′sf(ρ−1
s x).

Quindi F è completamente determinata in funzione dei dati iniziali.

Esistenza. Sia F (x) := ρ′sf(ρ−1
s x); se s′ = st con t ∈ H,

ρ′stf(ρ−1
st x) = ρ′sρ

′
tf(ρ−1

t ρ−1
s x) = ρ′sρ

′
tf(ϑ−1

t ρ−1
s x) =

= ρ′sρ
′
tρ
′
t
−1
f(ρ−1

s x) = ρ′sf(ρ−1
s x).

Definita per x ∈ ρsW = Wσ, si può estendere senza problemi per linearità
alla somma diretta. Si deve dimostrare che F è G-equivariante: sia x ∈
Wσ = ρsW , g ∈ G, allora ρgx ∈ ρgWσ = ρgsW e

F (ρgx) = ρ′gsf(ρ−1
gs (ρgx)) = ρ′gρ

′
sf(ρ−1

s ρ−1
g ρgx) = ρ′g(ρ

′
sf(ρ−1

s x)) = ρ′gF (x).

Poiché V è una somma diretta, questo rimane vero anche per le
combinazioni lineari.

Teorema 4.9. Sia (W,ϑ) un H-modulo con H ≤ G, allora esiste un unico
G-modulo (a meno di isomorfismi) V indotto da W (si scrive V = IndGHW ).

Dimostrazione. Esistenza. Si può scrivere W ∼=
⊕u

i=1Wi con Wi irriducibile
e basta dimostrare che ogni irriducibile induce una rappresentazione, pas-
sando poi al caso generico grazie alla somma diretta. Sia quindi W irriduci-
bile, allora W ≤ PH , che induce la rappresentazione regolare di G. Quindi
W è un sottospazio H-invariante di una rappresentazione che induce PG
e si è visto che

∑
r∈R ρrW è un G-sottomodulo della rappresentazione

regolare per G ed è indotta da W .

Unicità. Se V e V ′ sono indotti da (W,ϑ), si hanno le inclusioni i : W → V e
i′ : W → V ′ e per la proprietà universale esiste F : V → V ′ G-equivariante.
Per la formula delle dimensioni, V e V ′ hanno la stessa dimensione. Siano
Wσ = ρsW e W ′σ = ρ′sW ; si ha

FWσ = FρsW = ρ′sFW = ρ′sW = W ′σ.
14.11.2006

Se (V, ρ) è indotta da (W,ϑ), per calcolare il carattere di ρ a partire da quello
di ϑ si può usare la formula

χV (g) =
∑
r∈R

r−1gr∈H

χW (r−1gr);

questo perché la matrice di ρg si può dividere in blocchi quadrati grazie al fatto
che V =

⊕
r∈R ρrW ; inoltre g agisce sulle traslazioni come una permutazione,

quindi su ogni riga e colonna c’è un solo blocco non nullo che è sulla diagonale se
e solo se gr = r o equivalentemente se r−1gr ∈ H. Per ognuno di questi blocchi,
la traccia è la traccia di ρ̄g : ρrW → ρrW , la restrizione di ρg, e il diagramma

W
ϑr−1gr //

ρr

��

W

ρr

��
ρrW ρ̄g

// ρrW
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4. Rappresentazioni indotte

è commutativo: ρ̄gρrw = ρgrw e ρrϑr−1grw = ρrρr−1grw = ρgrw, quindi Tr ρ̄g =
Trϑr−1gr = χW (r−1gr).

Si può scrivere la formula anche come

χV (g) =
1
|H|

∑
s∈G

s−1gs∈H

χW (s−1gs) =
|Z(g)|
|H|

∑
u∈H∩Cg

χW (u).

La prima è vera perché se s = rt ∈ G con r ∈ R e t ∈ H, s−1gs ∈ H se e
solo se r−1gr ∈ H, inoltre χW (s−1gs) = χW (t−1r−1grt) = χW (r−1gr) perché
χW è una funzione di classe di H. La seconda si ottiene con un cambiamento di
variabile: u = s−1gs con ogni elemento che viene contato |Z(g)| volte.
Osservazione 4.10. Con un altro linguaggio, se W è un H-modulo, allora C[G]
è un H-modulo; allora la rappresentazione indotta soddisfa

IndGHW ∼= C[G]⊗C[H] W .

Se W è un R-spazio vettoriale, in C⊗R W si può moltiplicare per gli scalari
di C e non solo di R (estensione degli scalari); l’induzione funziona esattamente
allo stesso modo, cioè estende gli scalari da H a C[G].

Siano E un G-modulo, V indotto da W ; la proprietà universale dice che se
f : W → E è H-equivariante, allora esiste F : V → E tale che il diagramma
commuta. Questo si può riformulare dicendo che se f : W → ResGH E è una
mappa H-equivariante, allora esiste unica F : V → E mappa G-equivariante,
dove E = ResGH E come spazi. Si ha una mappa I che realizza f 7→ F
da HomH(W,ResGH E) a HomG(V,E); I è un’applicazione lineare (per l’uni-
cità, λ1I(f1) + λ2I(f2) fa commutare il diagramma, quindi è I(λ1f1 + λ2f2)),
inoltre si ha l’inversa: f = F|W . In particolare, dim HomH(W,ResGH E) =
dim HomG(IndGHW,E).

Definizione 4.11. Data f ∈ XH , si definisce Ind f con

(Ind f)(s) :=
1
|H|

∑
t∈G

t−1st∈H

f(t−1st) ∈ C.

Proposizione 4.12. Si ha IndχW = χIndW ; inoltre se f ∈ XH , Ind f ∈ XG.

Dimostrazione. La prima proprietà segue dalla formula già ricavata per il ca-
rattere dell’applicazione indotta. Per dimostrare che Ind f è funzione di classe,
basta dimostrare che IndχW è funzione di classe per ogni H-modulo irriducibile
W , perché questi caratteri formano una base per XH , ma si è dimostrato prima
che IndχW = χIndW , che è una funzione di classe.

Definizione 4.13. Dati V1, V2 G-moduli, si definisce 〈V1, V2〉G :=
dim HomG(V1, V2).

Proposizione 4.14. Si ha 〈V1, V2〉G = 〈χV1 , χV2〉G.

Dimostrazione. Si considera V ′1⊕V ′′1 → V2: la dimensione di queste applicazioni
è la somma delle dimensioni delle applicazioni del tipo V ′1 → V2 e V ′′1 → V2.
Ancora, la dimensione delle applicazioni del tipo V1 → V ′2⊕V ′′2 è la somma delle
dimensioni di quelle del tipo V1 → V ′2 e di quelle del tipo V1 → V ′′2 . Per questo
motivo, basta dimostrare la formula per V1 e V2 irriducibili, ma per il lemma di
Schur, dim HomG(V1, V2) = δV1,V2 = 〈χV1 , χV2〉G.
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4. Rappresentazioni indotte

Osservazione 4.15. Se ϕ ∈ XG e si considera ResGH ϕ := ϕ|H , questa è ancora
una funzione di classe per H; inoltre, χResGH V = ResGH χV .

Teorema 4.16 (reciprocità di Frobenius). Se ψ ∈ XH e ϕ ∈ XG, allora〈
ψ,ResGH ϕ

〉
H

=
〈

IndGH ψ,ϕ
〉
G

; in qualche senso, restrizione e induzione sono
una l’aggiunta dell’altra.

Dimostrazione. Per linearità, si può supporre ψ = χW con W un H-modulo
irriducibile e ϕ = χE con E un G-modulo irriducibile. Sia inoltre V = IndGHW .
Allora: 〈

ψ,ResGH ϕ
〉
H

=
〈
χW ,ResGH χE

〉
H

=
〈
χW , χResGH E

〉
H

=

=
〈
W,ResGH E

〉
H

= dim HomH(W,ResGH E) =

= dim HomG(IndGHW,E) =
〈

IndGHW,E
〉
G

=

=
〈
χIndGHW , χE

〉
G

=
〈

IndGH ψ,ϕ
〉
G

.

Corollario 4.17. Siano W irriducibile per H e E irriducibile per G, allora
µW (ResGH E) = µE(IndGHW ).

21.11.2006

Sia W un H-modulo realizzato da ρ, si vuole studiare ResGK IndGHW come K-
modulo. Si considerano le classi di equivalenza doppie G

K,H (dove le classi sono
date per moltiplicazione a sinistra per elementi di K e a destra per elementi di
H); si ha G =

⋃
s∈S KsH, dove S è un sistema di rappresentanti per le classi

doppie. Dato s ∈ S, si definisce Hs := sHs−1 ∩K ≤ K e si può pensare a W
come ad un Hs-modulo grazie a ρs : Hs → GL(W ) con ρs(x) = ρ(s−1xs) (si
scriverà Ws al posto di W per distinguerli).

Proposizione 4.18. Vale ResGK IndGHW =
⊕

s∈S IndKHs(Ws) (come
K-modulo).

Dimostrazione. Sia V (s) := 〈xW | x ∈ KsH 〉 ≤ V ; si dimostra per prima cosa
V := IndGHW ∼=

⊕
s∈S V (s). Sia R un sistema di rappresentanti delle classi di

G/H, allora KsH =
⋃
r∈KsH∩R rH, infatti essendo saturo per H a destra deve

essere unione disgiunta di classi destre di H. Ora,

V (s) =
∑

x∈KsH
xW =

∑
x∈rH

r∈KsH∩R

xW =
∑

r∈KsH∩R
rW

perché hW = W per ogni h ∈ H e da V =
⊕

r∈R rW , si ha V (s) =⊕
r∈KsH∩R rW , in quanto è una somma parziale di una somma diretta

(l’induzione). Allora

V =
⊕
r∈R

rW =
⊕

r∈KsH
s∈S

rW =
⊕
s∈S

V (s).

Ognuno dei V (s) è un K-modulo, perché K-stabile: moltiplicando per k ∈ K
si cambia sistema di rappresentanti ma non si esce da V (s). Perciò, ResGK V =⊕

s∈S V (s) come K-moduli e rimane da dimostrare V (s) ∼=K IndKHs(Ws). Si
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4. Rappresentazioni indotte

farà in due passi: prima si mostrerà che V (s) ∼=K IndKHs(sW ) e poi si mostrerà
l’isomorfismo sW ∼=Hs Ws.

Sia x ∈ K, allora x(sW ) = sW se e solo se s−1xsW = W se e solo se
s−1xs ∈ H se e solo se x ∈ sHs−1

⋂
K = Hs. Si ha V (s) =

∑
k∈K ksW =∑

σ∈K/Hs kσ(sW ) (si è preso un elemento kσ di K per ogni classe σ rispetto a
Hs); in realtà è una somma diretta: V (s) =

⊕
σ∈K/Hs kσ(sW ) = IndKHs sW con

la struttura di Hs-modulo su sW che proviene dal fatto che Hs ≤ G.
Infine, sW ∼= Ws come Hs-modulo: sia w ∈ Ws; questo viene mandato da

f : Ws → sW in sw ∈ sW : per prima cosa f è isomorfismo di spazi vettoriali
(sW è definito in quel modo), ma è anche isomorfismo di Hs-moduli, cioè che
f(ρs(x)w) = xf(w) per ogni w ∈ Ws e x ∈ Hs (la struttura su Ws è quella di
Hs-modulo, non quella di G); ma x = shs−1 con h ∈ H, quindi

f(ρs(x)w) = f(s−1xsw) = f(s−1shs−1sw) = f(hw) =

= shw = shs−1sw = x(sw) = xf(w).

Corollario 4.19 (criterio di Mackey). Sia K = H, allora Hs = sHs−1 ∩H ≤
H, ρ : H → GL(W ), ρs : Hs → GL(W ), ρs(x) = ρ(s−1xs), Ws = W come Hs

modulo. Allora se V = IndGHW , V è irriducibile come G-modulo se e solo se W
è irriducibile come H-modulo e per ogni s /∈ H, ρs e ResHHs(ρ) sono disgiunte
come rappresentazioni di Hs (cioè non c’è una rappresentazione irriducibile che
compare in entrambe o equivalentemente sono ortogonali).

Dimostrazione. La rappresentazione V è irriducibile se e solo se 〈V, V 〉G = 1,
ma 〈V, V 〉G =

〈
W,ResGH V

〉
H

per la reciprocità di Frobenius. Ancora, per la
proposizione

〈V, V 〉G =
∑
s∈S

〈
W, IndHHs(Ws)

〉
H

=
∑
s∈S

〈
ResHHs(ρ), ρs

〉
Hs

per Frobenius. Ora, tra le classi laterali doppie HH c’è anche H, quindi si può
porre s = e: il suo contributo nella somma è 〈ρ, ρ〉H ≥ 1. La somma fa 1 e questo
accade se e solo se ρ è irriducibile e ρs e ResHHs(ρ) sono ortogonali per s /∈ H
(in particolare basta per un sistema di rappresentanti delle classi doppie tranne
l’identità).

Esempio 4.20. Si considera G = SL2(Fq) e H il sottogruppo di Borel: H ={ (
a b
0 d

)
| d = a−1

}
. Si fissa un morfismo di gruppi ω : F?q → C? e si prende

una rappresentazione di grado 1 di H: χω
((

a b
0 d

))
= ω(a). Si mostrerà che la

rappresentazione indotta di χω è irriducibile se e solo se ω2 6= 1.
24.11.2006

Esercizio 4.21. Siano G = Dn = 〈σ, τ〉, H = 〈τ〉 ∼= Zn, ωh : H → C? con
ωh(τ) = e

2πih/n e Vh = IndDnH ωh; si chiede quando Vh è irriducibile.

Soluzione. Come classi laterali doppie (che per come è fatto il gruppo coincidono
con le classi laterali) si possono prendere quelle rappresentate da e e da σ. Siano
Hσ = σHσ−1∩H, Resσ ωh : Hσ → C? e ωh,σ : Hσ → C?, allora Vh è irriducibile
se e solo se Resσ ωh e ωh,σ sono disgiunte e in particolare se e solo se sono distinte
(in quanto ωh è irriducibile, perché di grado 1). Ora, Hσ = σHσ−1 ∩ H =
σσ−1H−1 ∩H = H, quindi Resσ ωh = ωh; d’altra parte, ωh,σ : H → C? : τ r 7→
ωh(σ−1τ rσ) = ωhτ

−r = ω−hτ
r. Di conseguenza Vh è irriducibile se e solo se

ωh 6= ω−h se e solo se e2πih/n 6= e−
2πih/n se e solo se e4πih/n 6= 1 se e solo se h non

è 0 o n/2, se n è pari.
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4. Rappresentazioni indotte

Osservazione 4.22. Queste rappresentazioni hanno grado 2, perché l’indice di H
in G è 2 e il grado di ωh è 1. Si calcola il carattere di Vh su τ r con r /∈ {0, n/2},
tenendo presente che le classi di coniugio di τ r sono τ r e τ−r:

χVh(τ r) =
|Z(τ r)|
|H|

∑
g∈H∩Cs

χωh(g) =
|H|
|H|

(ωh(τ r) + ωh(τ−r)) =

= e
2πi
n hr + e−

2πi
n hr = 2 cos

2π
n
hr.

Nel caso che h = n/2, χVh(τ r) = 2e2πi/nhn/2 = 2eπih = 2(−1)h = 2 cos 2π/nhn/2.
Ora, Vh è la rappresentazione indotta, quindi Vh = C ⊕ σC; come sistema di
rappresentanti si possono prendere e e στ r; l’identità lascia fisse le due parti,
quindi στ r non può lasciarle fisse (altrimenti Vh sarebbe decomponibile). Quindi
la matrice di ρστr rispetto alla base data da quella decomposizione è del tipo
( 0 ?
? 0 ) e si ha χVh(στ r) = 0. Quindi le rappresentazioni irriducibili del tipo Vh

sono quelle per 0 < h < n/2.
Se n è dispari, rimangono due rappresentazioni di grado 1: si manda τ in 1

e σ in ±1; se n è pari, rimangono quattro rappresentazioni di grado 1.
Esempio 4.23. Si vogliono indurre allo stesso modo le rappresentazioni di
G = SL2(k) con K = Fq, q = pn a partire da quelle di H ={ (

a b
0 a−1

)
| a ∈ K?, b ∈ K

}
. Sia ω : K? → C? un morfismo di gruppi, allora

ω : H → C? con ω
((

a b
0 a−1

))
= ω(a); si vuole trovare V = IndGH ω.

Il gruppo G è il nucleo dell’applicazione determinante da GL2(k) a K?,
quindi

|G| = |GL2(k)|
|K?|

=
(q2 − 1)(q2 − q)

q − 1
= q(q2 − 1);

invece, |H| = q(q − 1), quindi |G/H| = q + 1; si mostrerà che G/H ∼= P1.
Si indicheranno gli elementi di P1 con [ ab ] (assumento che ∞ = p∞ = [ 0

1 ],
u = pu [ 1

u ] e 0 = p = [ 1
0 ]); SL2(k) agisce su P1 in modo transitivo (a partire

da p, avendo s 6= ∞, si ottiene Xsp = ps e X∞p = p∞, con Xs := ( 1 0
s 1 ) e

X∞ :=
(

0 −1
1 0

)
).

Quindi S :=
{
Xs | s ∈ P1

}
è un sistema di rappresentanti di G/H. Si hanno

Hs := XsHX
−1
s ∩ H, ψs := ResHHs ω = ω|Hs e ϕs : Hs → C? che manda Y in

ω(X−1
s Y Xs); si deve verificare che queste due rappresentazioni sono distinte (in

quanto ancora sono di grado 1).
Ora,

Hs =
{(

a a−1−a
s

0 a−1

)
| a ∈ K?

}
, H∞ =

{ (
a−1 0

0 a

)
| a ∈ K?

}
.

La mappa ψs è ω|Hs , quindi

ψs : Hs → C?(
a a−1−a

s
0 a−1

)
7→ ω(a) ,

ψ∞ : H∞ → C?(
a 0
0 a−1

)
7→ ω(a) ;

invece,

ϕs : Hs → C?

Y :=
(
a a−1−a

s
0 a−1

)
7→ ω(X−1

s Y Xs) = ω(a−1) ,
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5. Rappresentazioni di GL2(Fpn)

ϕ∞ : H∞ → C?(
a 0
0 a−1

)
7→ ω(a−1) .

Si ha che ϕs 6= ψs per ogni s ∈ K? ∪ {∞} se e solo se ω2 6= 1, come
nell’esercizio precedente.

Esercizio 4.24. Sia ρ : G → GL(V ) una rappresentazione irriducibile, allora
|χV (s)| ≤ n = dimV , con l’uguaglianza se e solo se ρ(s) è un’omotetia. Inoltre,
ρs = IdV se e solo se χV (s) = n.

Soluzione. Si può prendere una base in cui ρs = diag(x1, . . . , xn); ma xi sono
radici dell’unità, quindi |χV (s)| ≤

∑n
i=1 |xi| ≤ n; l’uguaglianza vale se e solo se

tutti gli autovalori hanno lo stesso valore, cioè se ρs = λ IdV .
Se χV (s) = n, per il punto precedente, ρs = λ IdV e quindi χV (s) = nλ = n,

cioè λ = 1.

5 Rappresentazioni di GL2(Fpn)
28.11.2006

Teorema 5.1. Sia 2 - q; un sistema di rappresentanti delle classi coniugate di
G = GL2(Fq) è dato da:

� ax = ( x 0
0 x ) (matrici centrali, q − 1 classi da un elemento);

� bx = ( x 1
0 x ) (unipotenti, q − 1 classi da q2 − 1 elementi);

� cx,y =
(
x 0
0 y

)
(split, con x 6= y entrambi non nulli, (q−1)(q−2)

2 classi da
q2 + q elementi);

� dx,y = ( x y
εy x ) (non split semisemplici, con x 6= y, q(q−1)

2 classi da q2 − q
elementi).

Dimostrazione. Le quattro classi di matrici non possono essere coniugate tra
loro perché hanno polinomi caratteristici distinti, e all’interno delle classi non
sono coniugate perché hanno radici distinte.

Presa una matrice A, il polinomio caratteristico di A, pA ∈ Fq[t]; poiché è
di grado 2, le sue radici stanno di sicuro in Fq2 ; il numero ε è un generatore
del gruppo, quindi

√
ε /∈ Fq, altrimenti ogni elemento sarebbe un quadrato

(a ∈ F?q implica a = (
√
ε)2h), ma questo è impossibile perché i quadrati sono

esattamente la metà degli elementi. Per ottenere Fq2 si estende quindi Fq con√
ε: sia τ : Fq2 → Fq2 : a+ b

√
ε 7→ a− b

√
ε un generatore del gruppo di Galois di

Fq2/Fq. Allora se pA(a+ b
√
ε) = 0, anche pA(τ(a+ b

√
ε)) = 0, quindi i possibili

casi sono: pA ha due radici distinte in Fq, ne ha due coincidenti, ne ha zero.
Se pA ha due radici distinte x e y, allora det(A − xI) = 0, perciò esiste

v ∈ F2
q \ {0} tale che Av = xv; per lo stesso motivo, esiste w tale che Aw = yw;

allora (v, w) è una base per F2
q in cui A =

(
x 0
0 y

)
: A è split; l’ordine non è

importante quindi ci sono (q−1)(q−2)
2 possibilità per scegliere x e y.

Se pA ha una radice doppia, pA(t) = (t− x)2 con x 6= 0 (altrimenti A non
sarebbe invertibile). In particolare, dim ker(A − xI) ≥ 1. Se la dimensione è 2,
A = xI e A è centrale. Se la dimensione è 1, esiste v ∈ F2

q \{0} tale che Av = xv;
sia w un vettore che forma una base con v; secondo questa base, A = ( x a0 b ),
ma dalla forma di pA si sa che il determinante di A è x2, perciò b = x; inoltre
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5. Rappresentazioni di GL2(Fpn)

a 6= 0 altrimenti la dimensione del kernel sarebbe 2. Si pone w′ = w/a, cos̀ı che
A = ( x 1

0 x ): A è unipotente.
Se pA non ha radici in Fq, siano x+ y

√
ε, x− y

√
ε le radici di pA, con y 6= 0.

Si estendono gli scalari: sia V = F2
q; si pone V̄ = Fq(

√
ε)2; un suo elemento è

z =
(
α+β

√
ε

γ+δ
√
ε

)
= ( αγ ) +

√
ε
(
β
δ

)
= u+

√
εv con u e v univocamente determinati.

Sia Ā : V̄ → V̄ : u +
√
εv 7→ Au +

√
εAv; questa è un’applicazione Fq(

√
ε)-

lineare. I vettori ( 0
1 ) e ( 1

0 ) sono una base di V su Fq e anche una base per V̄ su
Fq(
√
ε); su questa base, la matrice di A e quella di Ā coincidono e in particolare

pA = pĀ. Allora pĀ ha due radici distinte in Fq(
√
ε); esiste v1 +

√
εv2 ∈ Fq(

√
ε)2,

cioè v1, v2 ∈ V , autovettore di autovalore x +
√
εy. Quindi Av1 +

√
εAv2 =

Ā(v1 +
√
εv2) = (x +

√
εy)(v1 +

√
εv2) = xv1 + εyv2 +

√
ε(yv1 + xv2), da cui

Av1 = xv1 + εyv2 e Av2 = yv1 + xv2 per l’unicità della decomposizione. Si deve
mostrare che questi vettori sono linearmente indipendenti: se non lo fossero,
v1 = av2 e (ax + εy)v2 = xv1 + εyv2 = Av1 = Aav2 = aAv2 = ayv1 + axv2 =
(a2y + ax)v2, perciò ax + εy = a2y + ax e (ε − a2)y = 0, da cui ε = a2 con
a ∈ Fq, assurdo. Quindi v1 e v2 formano una base in cui A = ( x y

εy x ): A è non
split semisemplice; se ne possono avere tante quante le possibili scelte di x e di
y distinti ma y è determinato a meno del segno, quindi si hanno q(q−1)

2 .
In particolare il numero totale di classi di coniugio è q2−1, quindi si dovranno

trovare q2 − 1 rappresentazioni irriducibili.1.12.2006

Per calcolare la cardinalità delle classi coniugate si calcola quella del centra-
lizzatore per poi usare |C(A)| = |G|/ |Z(A)|. Per le centrali, Z(ax) = G, quindi
|C(ax)| = 1. Per le unipotenti,

(
a b
c d

)
bx = bx

(
a b
c d

)
se e solo se c = 0, a = d 6= 0,

quindi |Z(bx)| = q(q − 1) e |C(bx)| = q2 − 1. Per le split,
(
a b
c d

)
cx,y = cx,y

(
a b
c d

)
se e solo se bx = by e cx = cy se e solo se b = c = 0, quindi |Z(g)| = (q − 1)2 e
|C(cx,y)| = q2 + q.

Per le nonsplit semisemplici si considera K = { ( x y
εy x ) | (x, y) 6= (0, 0) }; que-

sto è un sottogruppo isomorfo a F?q2 tramite l’isomorfismo f (( x y
εy x )) = x+

√
εy.

Infatti, la condizione (x, y) 6= (0, 0) equivale a det ( x y
εy x ) 6= 0 (se x2 − εy2 = 0 e

y 6= 0 allora (x/y)2 = ε, assurdo) e si verifica che il prodotto di due matrici di K
ha ancora la stessa forma; infine, essendo un gruppo finito non è necessario veri-
ficare che l’inverso appartenga ancora a K. Si ha che f è un morfismo di gruppi
chiaramente suriettivo e la cardinalità è in entrambi q2 − 1. Poiché F?q2 è ciclico
(è un sottogruppo finito della parte moltiplicativa di un campo), anche K è ci-
clico e K = 〈D〉. Ora, se A ∈ Z(D), AD = DA, vale anche ADn = DnA, quindi
A ∈ Z(dx,y) per ogni y 6= 0; ma K ≤ Z(D) ≤ Z(dx,y) per ogni y 6= 0, allora
|ϕ(dx,y)| ≤ |G|/ |K| = q2 − q. D’altra parte, |G| = (q2 − 1)(q2 − q) =

∑
C |C| ≤

(q − 1)1 + (q − 1)(q2 − 1) + 1/2(q − 1)(q − 2)(q2 + q) + 1/2q(q − 1)(q2 − q) =
(q2 − 1)(q2 − q).

Si vogliono trovare ora le rappresentazioni irriducibili. Per quelle di grado 1
si può considerare det : G → F?q e mandare F?q in C?. Siano Uα le composizioni
α ◦det; il grado di Uα è irriducibile perché di dimensione 1 e sono tutte distinte
perché il determinante è suriettivo; essendo di dimensione 1 sono anche non iso-
morfe. Inoltre, GL2(Fq) agisce anche su P1Fq e in modo doppiamente transitivo
(si può mandare sempre una base di F2

q in un’altra), quindi la rappresentazione
associata alla permutazione delle rette di P1Fq ha dimensione q + 1 (come le
rette proiettive) e si scompone come V̄ = B⊕V con V irriducibile e di grado q.

26



5. Rappresentazioni di GL2(Fpn)

Il carattere di V è il carattere di V̄ meno uno, cioè il numero di punti fissi meno
uno, che equivale al numero di autovettori meno uno: per le ax sono tutte (q+1),
per le bx sono 1, per le cx,y sono 2, per le dx,y nessuno. Si pone Vα = V ⊗ Uα,
ma si deve mostrare che queste sono irriducibili:

‖χVα‖
2 =

1
|G|

(∑
x 6=0

q2
∣∣∣α(x)2

∣∣∣2 + 0 + (q2 + q)
∑
x 6=y
xy 6=0

|α(x)α(y)|2 +

+ (q2 − q)
∑
x,y 6=0

∣∣α(x2 − εy2)
∣∣2),

ma spostando il fattore q dalla prima somma alla seconda risulta che è uguale a
‖χUα‖

2 = 1. Inoltre Vα e Vβ sono distinte: calcolate su cx,1 con x 6= 1, i caratteri
sono rispettivamente α(x) e β(x).

Sia B = { ( a b0 c ) | ac 6= 0 } ≤ G il sottogruppo di Borel; |B| = q(q − 1) e si
può considerare l’applicazione ϕα,β data da:

B // (F?q)
2 (α,β) // (C?)2 µ // C?

( a b0 c ) // (a, c) // (α(a), β(c)) // α(a)− β(c)

e sia Cα,β C come B-modulo dato da ϕα,β ; il suo grado è 1 e sia Wα,β :=
IndGB Cα,β . Il grado di Wα,β è CG(B) = q + 1.

Lemma 5.2. La decomposizione in classi laterali doppie di G rispetto a B è
G = B ∪BXB con X =

(
0 −1
1 0

)
.

Dimostrazione. La tesi è vera se e solo se BXB = G \ B; BXB =
(
bd be−af
cd ce

)
.

Innanzitutto BXB ⊆ G \ B: se questo non fosse vero, cd = 0 e sia che c = 0
o che d = 0, è assurdo. Viceversa, sia

(
α β
γ δ

)
∈ G \ B (equivale a dire γ 6= 0);

siano a = c = 1, allora se per assurdo
(
α β
γ δ

)
=
(
bd be−f
d e

)
, si avrebbe d = γ,

e = δ, b = α/γ, f = β − δ − αδ/γ e si arriva ancora all’assurdo.

Osservazione 5.3. Siano α 6= β e γ 6= δ; allora Wα,β è irriducibile e Wα,β
∼= Wγ,δ

se e solo se α = γ, β = δ. Infatti 〈Wα,β ,Wγ,δ〉 =
〈

IndGB Cα,β ,Wα,β

〉
=〈

Cα,β ,ResGB IndGB Cγ,δ
〉

. Per il lemma, ResGB IndGB Cα,β =
⊕
s ∈ S IndBBs ϕ

s
α,β :

per s = I, Bs = B e ϕsα,β = ϕα,β , quindi ResBs ϕα,β = ϕα,β ; per s =
X, BX = XBX−1 ∩ B = { ( c 0

0 a ) | = }D ∼= (F?q)
2. Si ha ϕXα,β (( a 0

0 c )) =
ϕα,β

(
X ( a 0

0 c )X−1
)

= ϕα,β (( c 0
0 a )). Di conseguenza ResX ϕα,β (( a 0

0 c )) =

α(a)β(c). Quindi 〈Wα,β ,Wγ,δ〉 =
〈
Cα,β ,ResGB IndGB Cγ,δ

〉
B

=
〈
Cα,β ,C1

γ,δ

〉
B

+〈
Cα,β , IndBD CXγ,δ

〉
B

= δα,γδβ,δ +
〈

ResBD Cα,β ,CXγ,δ
〉
D

= δα,γδβ,δ +

〈Cα,β ,Cδ,γ〉D = δα,γδβ,δ + δα,δ∂β,γ . In definitiva si ha che ‖Wα,β‖2 = 1 e
〈Wα,β ,Wγ,δ〉 = 1 se coincidono o 0 se sono distinte.
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5.11.2006

Si deve calcolare il carattere di Wα,β :
χWα,β

(A) =
∑

X∈R
X−1AX∈B

χCα,β (X−1AX).

� Per A = ax, la seconda condizione della somma è sempre soddisfatta
perché ax è una matrice centrale e commuta con tutto; in particolare si
ha χWα,β

(ax) = (q + 1)α(x)β(x), perché X−1axX = ax.

� Per bx, X−1
r bxXr =

(
x+r 1
−r2 x+r

)
∈ B se e solo se r = 0; all’infinito

X−1
∞ bxX∞ =

(
x 0
−1 x

)
/∈ B; di conseguenza χWα,β

(bx) = α(x)β(x).

� Per cx,y, X−1
r cx,yXr =

(
x 0

r(x−y) y

)
∈ B se e solo se r = 0 (perché x 6=

y); all’infinito, X−1
∞ cx,yX∞ =

(
y 0
0 x

)
, quindi χWα,β

(cx,y) = α(x)β(y) +
α(y)β(x).

� Per dx,y, X−1
r dx,yXr =

(
x+εy y

y(ε−r2) x−εy

)
/∈ B perché ε non è un quadrato e

y 6= 0. All’infinito X−1
∞ dx,yX∞ =

( x −εy
−y x

)
/∈ B; perciò χWα,β

(dx,y) = 0.

Le rappresentazioni Wα,β irriducibili e distinte sono tante quante le coppie
(α, β) con α 6= β non nulli e a meno dell’ordine; si era visto inoltre che ‖Wα,α‖2 =
2, quindi Wα,α si scompone come due rappresentazioni irriducibili. Ma si osserva
che χWα,α = χVα +χUα , quindi si ha la decomposizione Wα,α

∼= Vα⊕Uα. Inoltre
si osserva che Wα,β è isomorfa a Wβ,α.

Finora si sono trovate 2(q − 1) + 1/2(q − 1)(q − 2) = 1/2(q − 1)(q + 2). Ne
rimangono da trocare 1/2q(q−1). Si riprende il sottogruppo ciclico K ∼= F?q2 con
( x y
εy x ) 7→ x+

√
εy. Si considera K+ := K∪{0} ∼= Fq2 . Sia ϕ una rappresentazione

di grado 1 di F?q2 ; allora Indϕ := Ind
F?
q2

K ϕ ha dimensione (q2−1)(q2−q)
q2−1 = q(q− 1)

e si ha χIndϕ(a) = 1/ |K|
∑

x∈G
x−1ax∈K

ϕ(x−1ax):

� Per ax si ha χIndϕ(ax) = q(q − 1)ϕ(ax) perché ax è centrale.

� Per bx, per semplificare i conti si osserva che se A ∈ K, λA ∈ eK, quindi
si può assumere che il determinante di X sia 1; si ha

X−1bxX =
(
cdx+ cd− bcx d2

−c2 −cdx− cd+ adx

)
∈ K

se e solo se cd = 0 e −c2 = εd2 se e solo se c = d = 0, ma questo non
avviene mai perché X non sarebbe invertibile, quindi χIndϕ(bx) = 0.

� Per cx,y,

X−1cx,yX =
(
xcd− ybc bd(x− y)
ac(y − x) ycd− xbc

)
∈ K

se e solo se bc+ad = 0 e εbd+ac = 0, considerando che x 6= y. Moltiplican-
do la prima per a e la seconda per b si ottiene, eventualmente aggiungendo
soluzioni, che (εb2 − a2)d = 0; questo si verifica se e solo se d = 0, perché
ε non è un quadrato. Ritornando al sistema precedente, o b = 0 o c = 0:
in entrambi i casi X non sarebbe invertibile, perciò χIndϕ(cx,y) = 0.
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� Per dx,y non si usa il calcolo diretto perché troppo complicato; si considera
K+; questo è uno spazio vettoriale su Fq di dimensione 2, quindi le matrici
(2, 2) su Fq, che sono uno spazio vettoriale di dimensione 4 su Fq, hanno
dimensione 2 su K+. In particolare si dimostra direttamente con il calcolo
che, per ogni X ∈ GL2(Fq), esistono uniche A,B ∈ K+ tali che X =
A + JB, dove J =

(
1 0
0 −1

)
. Se X =

(
a b
c d

)
, XJ =

(
a −b
c −d

)
, mentre JX = 12.12.2006(

a b
−c −d

)
, quindi XJ = JX̄, dove X̄ =

(
a −b
−c d

)
. Se X è invertibile, X =

A+ JB e ∆ = detX, si ha ∆X−1 =
(
d −b
−c a

)
e ripercorrendo il sistema si

trova che ∆X−1 = Ā − JB. Se X ∈ K+, per l’unicità di A e B, B = 0;
ora, D := dx,y ∈ K+, quindi

χIndϕ(dx,y) =
1
|K|

∑
X∈GL2(Fq)
X−1DX∈K

ϕ(X−1DX);

X−1DX ∈ K se e solo se (Ā − JB)D(A + JB) ∈ K; ma A, B, D
commutano e J commuta con la regola vista, quindi

(Ā− JB)D(A+ JB) = ĀDA− JBDA+ ĀDJB − JBDJB =
= ĀDA− D̄B̄B + J(−BDA+AD̄B) =
= ĀDA− D̄B̄B + JAB(D̄ −D),

che appartiene a K se e solo se AB(D̄−D) = 0. Ma questi sono elementi
di un campo; D̄ = D implica y = 0, che è impossibile; se A = 0, X ∈ K,
mentre se B = 0, X ∈ JK. Di conseguenza

χInd(ϕ)(D) =
1
|K|

∑
X∈K

(ϕ(X−1DX) + ϕ(X−1JDJX)) =

=
1
|K|

∑
X∈K

(ϕ(D) + ϕ(D̄)) =

= ϕ(x+
√
εy) + ϕ(x−

√
εy).

Ora, (x+
√
εy)q = xq+

√
ε
q
yq = x+

√
ε
q
y; (
√
ε
q)2 = ε, quindi

√
ε
q = ±

√
ε,

ma non può essere col segno positivo perché altrimenti
√
ε ∈ Fq. Quindi

χInd(ϕ)(ζ) = (ϕ+ ϕq)(ζ).

Se si prende al posto di ϕ, ϕq, le rappresentazioni indotte sono isomorfe,
infatti ϕq(x) = ϕ(xq) = ϕ(x) e (ϕq + ϕq

2
)(x +

√
εy) = (ϕq + ϕ)(x +

√
εy).

Viceversa, se Indϕ = Ind τ , allora ϕ(γ) = ω ∈ C? e τ(γ) = η ∈ C?, con γ un
generatore di F?q2 , ω e η radici (q2 − 1)-esime dell’unità. Allora se il carattere,
facendo il sistema si ottiene ϕ = τ q, che è equivalente a τ = ϕq.

Se ϕ = ϕq e ϕ(γ) = ω, allora ω = ωq, cioè ωq−1 = q, quindi ci sono
(q − 1) + 1/2(q2 − 1− (q − 1)) = (q − 1) + 1/2q(q − 1), ma si vedrà che non sono
irriducibili. 15.12.2006

Definizione 5.4. Sia G un gruppo finito, Vi le sue rappresentazioni irriducibili,
allora χ =

∑
i ciχVi con ci ∈ Z si dice carattere virtuale.

Esercizio 5.5. Se ‖χ‖ = 1 e χ(e) > 0, allora χ è il carattere di una
rappresentazione irriducibile.
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Soluzione. Se la norma è 1 allora i coefficienti sono tutti nulli tranne uno che
può essere ±1; se χ(e) > 0 può essere solo 1.

Si definisce il carattere virtuale χϕ = χV1⊗Wα,1−χWα,1−χIndϕ con α = ϕ|F?q .
Si calcola il carattere e si ottiene

‖χϕ‖ =
1
|G|

∑
x∈F?q

(q − 1)2 +
∑
x∈F?q

(q2 − 1) +
∑

(x,y)∈Fq×F?q
y∼−y

∣∣ϕ(x+
√
εy) + ϕ(x−

√
εy)
∣∣2 (q2 − q)

 =

=
1
|G|

(q − 1)3 + (q − 1)(q2 − 1) +
q2 − q

2

∑
(x,y)∈Fq×F?q

∣∣ϕ(x+
√
εy) + ϕ(x−

√
εy)
∣∣2 ;

se l’ultima somma si indica con S, si ha

S =
∑

(x,y)∈Fq×F?q

(∣∣ϕ(x+
√
εy)
∣∣2 +

∣∣ϕ−√εy∣∣2 + ϕ(x+
√
εy)ϕ(x−

√
εy)+

+ ϕ(x−
√
εy)ϕ(x+

√
εy)ω

)
=

=
∑

(x,y)∈Fq×F?q

(
1 + 1 + ϕ(x+

√
εy)ϕ(x−

√
εy)
)

=

= 2q(q − 1) +
∑

α∈F?
q2
\F?q

ϕ(α)ϕ(αq) =

= 2q(q − 1)− 2
∑
α∈F?q

|ϕ(α)|2 + 2
∑
α∈F?

q2

ϕ(α)ϕ(αq);

ancora, l’ultima somma si denota con S0 e vale

S0 =
q2−2∑
h=0

ϕ(γh)ϕ(γq+h) =
q2−2∑
h=0

ωhω−q−h =
q2−2∑
h=0

(ω1−q)
h
.

Si è già detto che se ϕ 6= ϕq, ω è una radice q2 − 1-esima dell’unità e non è una
radice q − 1-esima. Quindi S = 2q(q − 1)− 2(q − 1) = 2(q − 1)2 e

|χϕ|2 =
1
|G|

(
(q − 1)2 + (q − 1)2(q + 1) +

q(q − 1)
2

2(q − 1)2

)
=

=
(q − 1)2

|G|
(q − 1 + q + 1 + q2 − q) =

(q − 1)2
q(q + 1)
|G|

= 1

Infine, non ci sono ripetizioni con le vecchie rappresentazioni perché è diverso il
grado, inoltre non sono uguali tra loro perché in particolare se lo fossero, su Fq
farebbero entrambe α, allora sarebbero uguali anche le indotte.
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6. Rappresentazioni di Sn mediante C[Sn]



(q−1)×1
ax

(q−1)×(q2−1)
bx

(q−1)(q−2)
2 ×(q2+q)
cx,y

q(q−1)
2 ×(q2−q)
dx,y

(q−1)×Uα α(x)2
α(x)2

α(x)α(y) α(x2 − εy2)
(q−1)×Vα qα(x)2 0 α(x)α(y) −α(x2 − εy2)

(q−1)(q−2)
2 ×Wα,β (q + 1)α(x)β(x) α(x)β(x) α(x)β(y) + α(y)β(x) 0

Indϕ q(q − 1)ϕ(x) 0 0 (ϕ+ ϕq)(x+
√
εy)

Vϕ (q − 1)α(x) −α(x) 0 −(ϕ(x+
√
εy) + ϕ(x−

√
εy))


6 Rappresentazioni di Sn mediante C[Sn]

Si sa che C[G] ∼=
⊕

V irriducibile V
dimV e che in C[G] le rappresentazioni

irriducibili corrispondono agli ideali minimali sinistri.
Data una tabella di Young con n posti, un riempimento è scrivere in ogni

casella un numero da 1 a n; se T è una tabella riempita, RT ≤ Sn è il sot-
togruppo che mantiene le righe e si dice gruppo delle permutazioni orizzontali.
Allo stesso modo, il gruppo delle permutazioni verticali è CT . Si definisce ancora
sT :=

∑
σ∈RT σ il simmetrizzatore delle righe e aT :=

∑
σ∈CT (−1)σσ l’antisim-

metrizzatore delle colonne e infine il simmetrizzatore di Young yt := sTaT . Sono
tutti elementi dell’algebra gruppo C[Sn]. Si definisce la rappresentazione Vλ co-
me C[Sn]yT ; si vedrà che se la tabella è la stessa, riempimenti diversi danno
rappresentazioni isomorfe.

Ad esempio, per Sn, se la tabella è del tipo (n), RT = Sn e CT = {e}, quindi
sT =

∑
σ∈Sn σ e aT = 1, da cui yT =

∑
σ∈Sn σ. Questa è la rappresentazione

banale: indatti se τ ∈ Sn, τyT = τ
∑
σ∈Sn σ =

∑
σ∈Sn τσ =

∑
η∈Sn η = yT ; si

ha perciò V(4) = C[Sn]yT = CyT , rappresentazione di grado 1 che agisce come
la rappresentazione banale. Per una tabella del tipo (1, . . . , 1) procedendo allo
stesso modo si ha la rappresentazione alterna.

Data un tipo di tabella, si ha una formula che dà il grado della rappresen-
tazione associata: dimVλ = n!Q

c∈T h(c) , dove c è una casella e h è la funzione
“hook”: il numero di caselle che si incontrano andando a destra o in basso.

Definizione 6.1. Dato un anello semisemplice con unitàA, u ∈ A è idempotente
se u2 = u.

Lemma 6.2. Dato A anello semisemplice con unità, I ≤ A ideale sinistro,
allora esiste u ∈ A idempotente tale che I = Au.

Dimostrazione. Da I ≤ A si sa che esiste J ≤ A ideale sinistro tale cheA = I⊕J ,
quindi esistono unici u ∈ I, v ∈ J tali che 1 = u + v. Chiaramente Au ⊆ I,
d’altra parte se a ∈ I, a = a1 = a(u+ v) = au+ av, cioè a− au = av ∈ J ∩ I,
allora a = au ∈ Au. Ancora, u = u1 = u2 + uv e allo stesso modo si mostra che
u = u2; u si chiama unità generatrice dell’ideale.

Corollario 6.3. Dato A anello semisemplice con unità, A = I ⊕ J , allora
I = Au, J = Av con u e v idempotenti e Iv = Ju = 0.

Proposizione 6.4. Sia A un anello semisemplice con unità, A = I1 ⊕ · · · ⊕ Ik
ideali sinistri allora esistono u1, . . . , uk unità generatrici per I1, . . . , Ik tali che
Iiuj = 0 per i 6= j.
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6. Rappresentazioni di Sn mediante C[Sn]

Dimostrazione. Si scrive A = I1⊕J con J = I2⊕· · ·⊕Ik e si usa il corollario; si
vorrebbe fare la stessa cosa con J , ma non è detto che si possa; allora J = I2⊕L
con L = I3 ⊕ · · · ⊕ Ik e si ripete il procedimento usando u, l’unità generatrice
di J , invece che I1.

19.12.2006

Definizione 6.5. Un idempotente u si dice primitivo se non esistono u1 6= 0 e
u2 6= 0 idempotenti tali che u = u1 + u2 e u1u2 = u2u1 = 0.

Lemma 6.6. Siano A semisemplice con unità, u idempotente, allora u è
primitivo se e solo se Au è un ideale minimale.

Proposizione 6.7. Siano A una K-algebra semisemplice, u idempotente. Se
dimK uAu = 1 allora u è primitivo.

Dimostrazione. Per assurdo, se u = u1 +u2 e u1u2 = u2u1 = 0 e u2
i = ui, allora

uu1u = (u1 + u2)u1(u1 + u2) = u1 = λu. Inoltre u 6= 0 implica che uAu 6= 0.
Allora λ2u2 = λ2u = u2

1 = λu, perciò λ(λ − 1)u = 0, allora se λ = 0, u1 = 0,
assurdo; se λ = 1, u1 = u e u2 = 0, assurdo.

Osservazione 6.8. Se g ∈ Sn, allora RgT = gRT g
−1, CgT = gCT g

−1,
sgT = gsT g

−1, agT = gaT g
−1, ygT = gyT g

−1; inoltre sT =
∑
σ∈RT σ,

aT =
∑
σ∈CT (−1)σσ e yT = sTaT .

Lemma 6.9. Siano p ∈ RT e q ∈ CT ; se i e j stanno sulla stessa riga di T ,
allora i e j non stanno sulla stessa colonna di pqT ; viceversa, se g ∈ Sn è tale
che vale la proprietà precedente con gT , allora esistono p ∈ RT e q ∈ CT tali
che g = pq.

Lemma 6.10. Si ha pyT (−1)qq = yT per ogni p ∈ RT e q ∈ CT , e yT è l’unico
che soddisfa questa proprietà a meno di scalari.

Lemma 6.11. Si ha yTAyT ⊆ CyT .

Dimostrazione. Sia a ∈ A, x = yTayT , allora px(−1)qq = pyTayT (−1)qq =
psTaTasTaT (−1)qq = sTaTasTaT = yTayT = x.

Lemma 6.12. Sia f : C[Sn]→ C[Sn] : a→ ayT ; allora Tr f = n!.

Dimostrazione. Si indica con VT l’immagine di f , cioè C[Sn]yT . Si ha f =∑
p∈RT
q∈CT

(−1)qµpq, dove µ è la moltiplicazione a destra; è sufficiente quindi cal-

colare µpq, ma questa è una traccia di una moltiplicazione a destra che è sempre
nulla a meno che pq = Id, cioè p = q−1 e p di conseguenza stabilizzerebbe sia le
righe che le colonne, cioè p = q = Id e Tr f = Tr Id = n!.

Ora, yT = λT yT e f|VT = λT IdVT , perciò n! = Tr f = λT dimVT , da cui
λT 6= 0. Sia uT := λ−1

T yT , e u2
T = uT : è idempotente e dimuTAuT = 1 quindi è

primitivo, da cui si ha VT rappresentazione irriducibile.
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