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1 Introduzione

Definizione 1.0.1. Una categoria C consiste in una classe di oggetti Ob {C}
dotata, per ogni coppia (C7, Cs) di oggetti, di un insieme Home {C}, Co} dei
morfismi di C; in Cy e per ogni tripla (Cy, Cy, C3) di un’applicazione

o: HOIHC {01,02} X HOIIlC {02,03} — HOch {01703} .
(f,9) — af ’

inoltre questi enti devono soddisfare i seguenti assiomi:
® Se (01, CQ) 7£ (03, 04), HOHlC {017 CQ} 7é HOHlC {037 04};
e se h € Home {Cs,Cy}, h(gf) = (hf) g;

e per ogni C' € C, esiste 1o € Home {C,C} tale che per ogni h €
Home {C,C"}, fle = f=1¢f.

Se C' € Ob{C}, si scrivera C € C; si dira che un morfismo C4 Loy ew

isomorfismo se esiste un morfismo Cy % C} tale che fg = le, e gf = 1¢y.

Esempio 1.0.2. Gli insiemi con le funzioni come morfismi formano la categoria
Ins degli insiemi; si puo formare una categoria per ogni struttura algebrica,
ponendo come oggetti tutti gli insiemi dotati di quella struttura algebrica
e come morfismi i morfismi della struttura: si ottengono in questo modo la

categoria dei gruppi, degli anelli, dei R-moduli destri e sinistri e cosi via.

Definizione 1.0.3. Una categoria si dice piccola se gli oggetti formano un
insieme; discreta se per Cy = Cy si ha Home {Cy, Co} = {1}, altrimenti
Home {C1,Cy} = @; data una categoria C, la categoria opposta € C° dove
Ob{C°} = Ob{C} e Hom¢. {C4,Cy} = Home {Cs, C }.

Definizione 1.0.4. Una sottocategoria D di una categoria C ¢ una catego-
ria tale che Ob{D} C Ob{C} e per ogni Dy, Dy € D, Homp{D;, Dy} C
Home { D1, Do} Se in quest’ultima relazione vale l'uguaglianza, D & detta

sottocategoria piena di C.



Definizione 1.0.5. Date due categorie C e D, un funtore covariante tra le
due ¢ F': C — D e consiste nell’assegnare a ogni oggetto C' € C un oggetto
F{C} € D e a ogni morfismo C4 L, ¢, un morfismo F{C:} 3, F{C,},
in modo che F{lg} = lpiey e F{gf} = F{g}F{f}; F ¢ un funto-
re controvariante se invece F {f} € Homp{F {Cs},F{Ci}} e F{gf} =
FA{f}Fig}.

Osservazione 1.0.6. Dati due funtori F': C; — Cy e G: Cy — Cs, si definisce
ed ¢ funtore GF: C; — Cs tale che GF{C} = G{F{C}} e GF{f} =
G{F{s}}.

Definizione 1.0.7. Si consideri ’applicazione
F&?: Home {Cy, Co} — Homp {F {C1}, F {Cs}}

che associa a f il morfismo F'{f}; F si dice fedele se ogni Fgf’ ¢ iniettiva; F'
€ pieno se ogni Fccf ¢ suriettiva.

Esempio 1.0.8. Sia C una categoria e A € C; si definisce il funtore h4 =
Home {A, e} : C — Ins che associa all’'oggetto C' l'insieme Home {A, C'} e al

morfismo Cy J, C5 la funzione

hA{f} = Home {A, f} : Home¢{A,C;} —  Home {4,Cs}
(45c) — (a5ada)

Cosi definito, A & un funtore covariante:
o W {1c}{&} =1c€& = ¢, quindi h* {1c} = 1paqoy;

o M {gfH{&} = gf¢ = pH{gr{f&} = (W' {g}h*{f}){€}, quindi
h*{gf} =h*{g} n*{f}.
Se il funtore e fedele, significa che per ogni coppia C 1, Cy con f # g esiste
AL (1 tale che f& # g&; in questo caso A e detto generatore di C.
Si puo ripetere il procedimento costruendo il funtore controvariante
ha: C — Ins che associa a C' U'insieme Home {C, A} e con hu {f}{&} = &f.

Se hy e fedele, A si dice cogeneratore di C.
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Definizione 1.0.9. Dati due funtori ¢ =5 D, un loro morfismo funtoriale &
¢: F — G e consiste nell’assegnare per ogni C' € C un morfismo F {C'} LER

G {C?} in modo che il diagramma

Ycq

F{C1} —G{Ci}
F{f}i O J{G{f}
F {02} Tc; G {02}

commuti per ogni C EN Cs. T funtori sono isomorfi se per ogni C' € C, ¢ e

un isomorfismo, cioe ha un’inversa bilatera; in questo caso, si scrive F' = G.

Definizione 1.0.10. Due categorie C e D sono equivalenti se esiste una
coppia di funtori F': C — D e G: D — C tali che FG = 1p e GF = 1¢, dove
1c ¢ il funtore identita di C. Se inoltre F'G = 1p e GF = 1p, le due categorie

si dicono isomorfe.

Lemma 1.0.11. Sia T: C — D un funtore covariante pieno e fedele, allora

4 EX Cy ¢ isomorfismo se e solo se T{f} é isomorfismo.

Dimostrazione. Se f & un isomorfismo, esiste f~' e T{f}T{f"'} =
T{ff '} = T{le,} = lr{c,). Componendo dall’altro lato, si ottiene che
T{f}y = T{f}"". Se T{f} & un isomorfismo, esiste h = T {f}"", ma
h =T {g} per qualche g, quindi T {1¢, } = lpqcy = KT {f} =T {9} T{f} =
T{gf}. Per la fedelta di T, 1¢, = gf; procedendo allo stesso modo, risulta
g=f" O

Teorema 1.0.12. Sia T': C — D un funtore covariante, allora T é un’equi-

valenza se e solo se T e fedele, pieno e per ogni D € D, esistono C' € C e
T{C} LENY» isomorfismo.

Dimostrazione. Se T e un’equivalenza, esistono il funtore D % Ce gli
isomorfismi funtoriali ST < 1o e TS 2 1p.

T ¢ fedele. Siano f, f' € Home{Cy,Cy} con T{f} = T{f'}; allora
ST{f} = ST {f'}. Poiché a & un isomorfismo si ha f = ac,ST{f}ag =
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aCst{f/} aall = f:

ST {Cy} 2~
ST{f}=ST{f’}l o fflf

Oéc2

ST {CQ} _— 02.

T ¢ pieno. Sia T{C,} LN T{Cs}; si ponga g = ac,S{h}ag! €

Home {Cy, C5}. Poiché a ¢ isomorfismo, si ha ST {g} = ag)gac,, a sua vol-
ta uguale a S {h} per la definizione di g; ma S ¢, come T, un’equivalenza,

quindi per il punto precedente ¢ fedele, da cui h = T {g}:

ST {Cy} 2
S{h}ST{g}J/ O lg

Per ogni D € D, se si pone C' = T {D}, l'isomorfismo ST {D} D
quello cercato.

Costruzione di S: D — C. Per I'implicazione inversa, si deve costruire 5.

Preso D € D, si ponga S{D} = C, dove C € C & 'oggetto per cui esiste

f'=€p, 1€
C %2, D. Preso un morfismo D, ER Do, esiste T {C4} D2l {C5}, ma

poiché T' ¢ pieno e fedele, esiste un unico C EiN Cy tale che T {f"} = f'; sia

S{fy=1"

S ¢ un funtore. Grazie alla commutativita del diagramma

D,—' -p,— 9% .p,
§D1l ) szi @) EDsl
T} 57 TR 755 TG

prese D1 L Dy e Dy % Dy, si ha T{S{g} S{f}} = TS{g}TS{f} =
(€, 960.) (€, fp) = €p,9fép, = TS{gf}. Per la fedeltd di T,
S{Q}S{f} = S{gf} Inoltre, TS{lD} = 551 1D€D = 1T{C’} = T{lc},

b}



dacui S{lp} = 1¢.

Per costruzione, si ha S{D} =C e TS{D} =T{C} = D, percio T'S =
1p.

Costruzione di a: ST — 1¢. Si deve costruire per ogni C' € C un isomor-
fismo ST {C} 2% (. In generale esiste TS {D} ‘o, D; se D = T{C},
TST{C} frioy, T {C}. Per le proprieta di T, esiste un unico morfismo
ST {C} 25 O tale che T {a¢} = &rqcy; si deve dimostrare che a definito

dagli a¢ € un isomorfismo funtoriale.

« ¢ un morfismo funtoriale. Si deve dimostrare la commutativita del

diagramma
ST{C1} >
ST{f}i ? lf
ST {CQ} T02> 02.
Applicando T,
T{fac,} = T{ac,ST{f}} =
=T{f}T{ac,} =T{ac,} T'ST{f}
=T{f}E&ricn = &rgony TST{f}

Ma posto D = T {C:}, si ha che TST{f} = 5;{102}T {f}&rgciy, da cui
T{fac,} =T {ac,ST{f}} e per la fedelta di T" la tesi. Applicando il lemma

con f = {rqcy, si ottiene che ag =T {fT{C}} ¢ un isomorfismo. O

Teorema 1.0.13 (Lemma di Yoneda). Siano F': C — Ins un funtore con-
trovariante, A € C e Hom {ha, F'} l'insieme dei morfismi funtoriali da ha in

F. Posto
ofl: Hom{hs, F} — F{A}

(ha&F) — €a{la},
ol ¢ una biiezione, naturale in A e F.

, , : : 1 g .. .
Dimostrazione. Costruzione di 3= (aff) . Si dimostra che of ¢ invertibi-

le, costruendo F' {A} 2, Hom {ha, F}:se x € F{A}, B{x} deve essere un
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morfismo funtoriale definito dalle hy {C'} fle, g {C}; presa f € ha{C} =

Home {C, A}, sia {z},{f} = F{f}{«}.

B {x} & un morfismo funtoriale. Si deve dimostrare che il diagramma

Biale,
ha{Co} —2 F{Cy}

ha{g} J{ ? lF {g}

hA {Cl}ﬂﬁ F {Cl}

commuta: preso f € Home {Cs, A}, procedendo dalle due parti:

F{gy {B{x}e, {f}} = Bir}e, {ha{g}{f}} =
= F{g}{F{f}{z}} = p{z}e, {f9}
= F{fg}{x} = F{fg}{z}.

6= (ai)_l. Preso un morfismo funtoriale h 4 AN F, per ogni C € C,
B{ad) {5}}0 = B{&a{14}},. Questa applicazione manda f € Home {C, A}
in Blea{litlo U} = FU/HE {1}, ma € & un morfismo, quind
F{f}Y&a = &cha{f}, cosi 'immagine di f risulta -c{ha{f}{1la}} =
Ec{f}. Viceversa, se x € F{A}, ofi {B{x}} = B{x}, {14} = F {14} {2} =
Lpgay {z} = .

\ . u .
all & naturale in A. Presa A — B e posto h,: ha — hp, si deve mostrare

che il diagramma
Hom {hp, F} > F {B}
Hom{hmF}i ? J{F{u}
Hom {ha, F'} —= F {A}
oy



commuta. Preso &: hg — F morfismo funtoriale:

Flu}{ap{¢}} = oy {Hom {h,, F} {¢}} =
= F{u} {¢s {1p}} = ajy {€ha}
= &a{hp {u} {15}} = (hu) 4 {14}
=&a{lpu} = Saf{hua{1a}}
= §a{u} =Ea{ula}
= &a{u}.

oli ¢ naturale in F. Preso un morfismo funtoriale ¢: F' — G, si mostra

la commutativita del diagramma

Hom {h4, F} —2~ F {A}
Hom{hA,dJ}l ? \L%Z)A
Hom {h, G} —> G {A}.

4

Preso £ € Hom {h4, F'}:

vafei{e}} = o {Hom {ha, v} {§}} =
=Ya{la{la}} = a§ {y¢}
= (V) 4 {14}
= va{€a{la}},
quindi il diagramma commuta e o] & naturale in F. O]

Osservazione 1.0.14. off naturale in A significa che of': Hom {h,, F} —
F {e} ¢ un morfismo funtoriale tra funtori da C a Ins. Allo stesso modo,
la naturalita in F' significa che a%: Hom{h,,e} — e{A} & un morfismo

funtoriale tra funtori da Hom {C, Ins} a Ins.

Corollario 1.0.15. Siano A, B € C, allora A= B se e solo se hy = hp.



Dimostrazione. Se A = B, esistono A — B e B - A tali che vu = 14 e
viceversa; allora preso C =X A, hyhy {f} = v (uf) = (vu) f = f e viceversa.

Se invece h4 =2 hp, si ha un morfismo funtoriale ¢: h4 — hp tale che ogni
¢c & un isomorfismo; siano u = @4 {14} e v = pz' {15}, cioe si ottengono
A% Be B A Siconsideri il diagramma della naturalita in A di o con
F = hpg:

ahA
HOHl{hB,hA} L hA{B}
Hom{hu,hA}i O lhA{u}

Hom {hA, hA} TA>hA {A} .

A

Allora partendo da ¢~ € Hom {hp, ha}, si ottiene

ol {Hom (i ha} {o '} hafu} {ol {o})

= o {97 ha} = ha{u} {¢5' {15}}
= (¢ ') , {14} = ha{u} {v}

=3 {hua{14}} =vu

= o {u}

=¢x {pa{la}} =1a.

Procedendo analogamente si dimostra anche che 1z = uv, quindi u e v sono

isomorfismi. ]



2 Funtori aggiunti

Si considerano due funtori covarianti 7: A — B e H: B — A; da questi si

definiscono i1 funtori

Homp {T {e} . A}: A°xB — Ins,
Hom,{e, H{A}}: AxB° — Ins,

che associano all’oggetto (A, B) rispetticamente gli oggetti Hompg {T'{ A}, B}
e Hom {A,B}. Presi f € Homy{A;, A2} e ¢ € Homp {By, By} si deve

definire 'immagine del morfismo (f, ¢g). Prima si considerano le applicazioni

Homgp{T{f},B}: Homp{T{A:},B} — Homg {T {A;}, B}
(T{Ag} a, B) — (T{Al} UL pray B> ,
Homy {A,H{g}}: Homg{A H{B}} — Homy {A, H {B,}}

(A , H{Bl}> — (A o g (B 29, H{B2}> :

infine, 'immagine di (f, ¢) tramite i funtori iniziali sono i seguenti morfismi:

Homgp {T{f},q}: Homp{T{As},B} — Homg {T {A:}, B2}
(T{Ag} a, Bl> — (T{Al} T A Lo &% BQ>
Homyu{f,H{g}}: Homp{As, H{B}} — Hom 4 {A1, H {B>}}

(A2 o, H{Bl}) — (A1 oA, 2oy MY, H{BQ}> .

Definizione 2.0.16. La coppia di funtori (7, H) € un’aggiunzione se esistono
degli isomorfismi A4: Hompg {T {A}, B} — Homy {A, H {B}} tali che per
ogni A; ER Ay e By L By si verifichi
A
Homy {T {45}, B;} — Hom {As, H {B,}}
HomB{T{f}vg}J{ o lHomA{ﬁH{g}}
Homp {T {A:}, B2} o Homy {Ay, H{B>}},

By
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cioe per ogni T {A;} 5 By deve risultare Homy {f, H {g}} {A‘gf {n}} =
Agf {Homg {T {f},g}{n}}, che si semplifica nella condizione

H{g} A {n} f = Mg, {gn (T{f})}.
In altre parole, (T, H) sono funtori aggiunti se esiste un isomorfismo funtoriale
A: Homp {T {e},A} — Homy{e, H {A}}.
Esempio 2.0.17. Sia gMg un bimodulo, H = Homg {gp Mg, e} : Mod-S —

Mod-ReT = e ®g gM: Mod-R — Mod-S. Si ponga

A4: Homg{A®rM,B} — Homp {A,Homg {M, B}}
A — Homg {M, B}

<A®RM1>B) — M — B
a —
m — n{a®@m}

e quella che si dimostrera essere la sua inversa:

'4: Hompg{A Homg{M,B}} — Homg {A ®g M, B}

A5 Hom M, B — Ao M — B )
( s (.5)) ( wom — &{a}{m)

A2 {n}{a} & morfismo di Mod-S. Per semplicita si ponga a =
A2 {n} {a}; allora si ottiene

a{mys; +mase} =n{a® (my1s1 + mass)}
=n{a® (mis1) +a® (mas2)}
=n{(a®@my) s+ (a ® mq) s}
=n{a®@mi}si +n{a®@ms}ss

=a{mi} s +a{ms} ss.

A4 {n} & morfismo di Mod-R. Si deve dimostrare che
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Ag{n}{arr + agra} = Ag {n} {ar} r1 + A {n} {a} ra:

A {n} {arry + asra} {m} = n{(a1r1 + aora) @ m}
=n{air; ® m+ asrs @ m}
=n{air @ m} + n{ar, ® m}
= A {n} {arr} + A5 {0} {aors}
= A {0} {a} r1 + Az {n} {as} ra.

4 {¢} & ben definita. Si deve mostrare che I'applicazione che associa

¢{a} {m} alla coppia (a,m) ¢ bilanciata; I’additivita ¢ banale, inoltre

E{ar}{m} = ({{a}r){m} perché ¢ & morfismo di Mod-R
=¢{a}{rm}. per definizione di - in (Homg {M, B})p

4 {¢} & morfismo di Mod-S. Si ha:

I5 {6} {(ar @ ma) s1 + (a2 @ my) 55} =
= T4 {¢} {a; @ mys; + as @ masy}
=T {€} {ar @ misi} + T {€} {a2 © mas,}
= {{ar} {musi} + {az} {mas2}
= {{ar} {mi} s+ {H{as} {ma} 52
=T {€} {ar @ mi} s1 + T3 {€} {as @ ma} so.

T4 = (A4)"". Presa Aoy M L B:

L3 {As {n}{a@m} =T5{aw (m—n{a®@m})}{a@m}
= (e@m —n{a@m}){a®m}
=n{a®@m}.
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Preso invece A < Homg {M, B}:

A {T5 {3} {a} {m} = A {a@m — ¢ {a} {m}} {a} {m}
= (a = (m— &{a}{m})){a} {m}
= (m— &{a} {m}) {m}
=¢{a} {m}

(T, H) sono un’aggiunzione. Si deve verificare che commuti il

diagramma

Ag

Homg {A; ®p M, B} —> Homp, { A5, Homg {M, B, }}

HOIHS{f@RMag}\L iHOmR{f,HOIns{M,g}}
HOIIIS {Al RR M, Bg} F HOIIIR {Al, HOHIS {M, BQ}} .
Bo

Percorrendo il diagramma a partire da As @ M -5 B:

Homp {f, Homgs {M, g}} {Ag? {n}} =
= Homp, {f, Homg {M, g}} {as — (m — 5 {as @ m})}
= Homg {M, g} (az — (m — n{az @ m})) f
= Homg {M, g} (a1 — (m — n{f {a1} @ m}))
=a; — (m— gn{f{a} @ m})
A, {Homg {f ®r M, g} {n}} =
= A {gn (f ®r M)}
= Az, {a @ m = gn{f{a} ©@m}}
=ar — (m e gn{f{a}t@m})

Teorema 2.0.18. Se (T, H) e (1", H) sono aggiunzioni, allora T = T".

Dimostrazione. Costruzione dell’isomorfismo. Per ogni A € Ae B € B, si
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. . . A . .
hanno i due isomorfismi A4 e A’%; si ponga A4 in modo che

g

Homg {T{A}, B} Homp {T"{A}, B}

O /
M A’g

Hom {A, H{B}},

-1
cioe \j§ = (A’é) A4. Si definisce quindi T"{A} X% T{A} con xa =
)\?{A} {1T{A}}'

Ay : Homp {T {e}, A} — Homp{7" {e},A} & un bifuntore. Date A; ER
Ao, By L ByeT {Ay} s, By, si deve verificare

Ag

Homp {T {45}, B} 27 Homg {T" {A}, By}
Homp{T{ f},g}l O lHomB{T/{f},g}
HOIHB {T {Al} s Bg} 7 HOHlB {T {Al} s Bg} .
Homgs {T"{f} .9} { M52 {€}} = N, (Homs {T {f}, g} {€}} =
— gAY T {f} = A5 (96T {f}}
—o(VE) R EIT = (VR) (AR e )
S () HE@aze = (VE) (H AR ).

x: T" — T e morfismo di funtori. Deve risultare:

XAq

T/ {Al} HT{Al}
T’{f}i o lT{f}
T/ {AQ} TA2> T {Ag} :
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T{f}xa = xa,T'{f} =

=T {f} \oiay {lrgan ) = Apiagy {lrpan } T {F}
= Apfagy 1T{F} Lrgany ) = Aoy Urpan T {S})
= Nty AT {1} = Mg {T {1

X € isomorfismo funtoriale. Si costruisce l'inversa di x ripetendo il pro-

cedimento al contrario, quindi sia pu4 = (Ag)f1 NgeCq= M?I{A} {17ay };

allora
Caxa = XaCa =
= Gy {17y} = Xappray {17y}
= Aoy {Calrgay } = pirgay {Xa 1y}
= Apviay {Cal = pipay {xa}
= )\éf{A}u%{A} {17104y} = M?{A}X?{A} {1riay}
= lpay = lrgay - u

Proposizione 2.0.19. Sia 04 = A;‘{A}{lT{A}} : A — HT{A}, allora

o: 14— HTé un morfismo funtoriale (detto unita dell’aggiunzione).

Dimostrazione. Si deve verificare che

A 5 0T (A
fl O iHT{f}
Ay ——= HT {43}
HT{f}oa, = oa,f =
= HT{f} A%Al} {1T{A1}} = A;?AQ} {1T{Az}} f
= Aty AT {f} Lrgany ) = Ay {Lrpany T{SY)
= My AT =AML AT 0

15



Osservazione 2.0.20. Si definisce dualmente la counita dell’aggiunzione come
il morfismo funtoriale p: TH — 15 con pg = <Ag{B})_1 {1H{B}}. In gene-
rale 0 e p non sono isomorfismi, cioe 'aggiunzione non da delle equivalenze
tra categorie.

Grazie all’aggiunzione si hanno queste identita:

A {fy=H{f}oa
(A3) " {9} = psT {5}
primT{oa} = lray
H {PB} OH{B} — 1H{B} .

Teorema 2.0.21. Siano T: A — B e H: B — A funtori covarianti,
o: 14 — HT e p: TH — 1p morfismi funtoriali tali che priaT {oa} =
Lriay e H{pp}ougpy = lumy, allora (T, H) € una aggiunzione con unitda o

e counita p.
Dimostrazione. T4 = (Ag)fl. Siano AS{f} = H{f}oa e T2{g} =

psT {g}, allora presi T {A} L BeA% H {B}, grazie al fatto che p e

o sono funtori, si ha:

Py {Ap{/}} = Az {3 {f}}
=T {H{f}oa} = Az {psT {g}}
=pp (T{H{f}oa}) = (H{psT {9}})0a
=pp (THA{f}) (T'{oa}) = (H {pp}) (HT {g}) oa
= forT {oa} = H{pp}ouiny
=/ =g

A realizza una aggiunzione. Presi A; ER Ay, By L ByeT {As} 5 By, si
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ha:

Ay {g€T{f}} = H{g} A A&} f =
= H{g€T{f}} o, =H{g} H{{}onf
— H{g} H{E} HT {f} os, — H{g} H{€} HT {f} s,
0 e p sono unita e counita. L’unita

dell’aggiunzione (T, H) ¢ Aé{A} {1T{A}} = H{lT{A}}O'A = 04, mentre la
counita e <Ag{3}>1 {1H{B}} = I’g{B} {1H{B}} = ppT {1H{B}} = pPB- 0
Proposizione 2.0.22. Siano T: A — B e H: B — A due funtori che
determinano un’equivalenza tra A e B, cioe tali che esistono i due isomorfismi
funtoriali n: 14 — HT ec: 1z — TH, allora (T, H) sono un’aggiunzione

di unita n e counita p con pg = sng {7];]1{3}} ETH{B}-

Dimostrazione. Si dimostreranno le ipotesi del teorema precedente; per farlo
innanzitutto si verifica che nyriay = HT {na} e erugpy = TH {ep}: questo e
vero perché dal fatto che 7 e € sono funtori si ottiene ngrayna = HT {na}na
e erpqpyep = TH {ep}ep, ma 1 e e sono isomorfismi funtoriali, quindi 74 e

ep si possono elidere. Quindi si ha:

priayT{nat =
=ennT {nng{ A}} erar{ayl {na}
— a;%A}T {771:{;{.4}} THT {na}erqay
= eyl {m}lT{A}} T {nmriay} eriay

= lray
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HA{pp} sy =

=H {5§1T {77;&3}} 6TH{B}} NH{B}

= H{ep'} HT {n;ﬁ{B}} H {erns) } niis)

= H{ez'} HT {?71{{3}} HTH {ep} nmn)

= H{ep'} HT {77 } nurusyH {ep}

= H{ez'} HT {nH{B}} HT {nupy} H{ep}

= luipy - -
Proposizione 2.0.23. Sia (T, H) un’aggiunzione di unita o e counita p, e

sianon: 14 — HT, e: 1g — T H isomorfismi funtoriali, allora anche o e p

sono isomorfismi funtoriali.

Dimostrazione. Per 'unicita di unita e counita e la proposizione precedente,
. -1 1 T N . ,
= o, mentre pgp =g T’ {nH{B}} err{B}, quindi p ¢ un isomorfismo perché

composizione di isomorfismi. ]

Esempio 2.0.24. Siano ancora T' = e ® g M e H = Hom {M, e}; I'unita di

questa aggiunzione ¢ definita da o4 = A%y 5, {14}, ciod

oa: A — Homg {M, A ®pr M}

(M N A®RM>
a +=—— 7

m +— a®@m

quindi o4 {a} = a ® e. Viceversa, la counita ¢ definita da pp =
Homg{M,B PN
FB st } {]-Homs{M,B}}y c10e

pp: Homg{M,B}®@rM — B
fey — f{y}-
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3 Categorie abeliane

3.1 Kernel

Definizione 3.1.1. Siano A,B€(Ce A ER B, allora f € un monomorfismo
se per ogni C' %5 A con fg1 = fgo si ha g1 = ¢o; f & epimorfismo se per

ogni B 2%, C con g1 f = gof si ha g1 = gs.

Osservazione 3.1.2. Un isomorfismo e sia monomorfismo che epimorfismo,
poiché si puo comporre con l'inversa; al contrario, un monomorfismo ed epi-
morfismo puo non essere isomorfismo, come ad esempio l'inclusione Z — Q

nella categoria degli anelli.

Lemma 3.1.3. Siano A &> B ¢ B % A tali che gf = 14, allora f ¢
monomorfismo e g € epimorfismo.

Dimostrazione. Siano C' un oggetto, C' A2 4o A S Cise fA\ = fAgsi

ha A\ = 14 A = gfA = gfda = Ag; se invece §1g = §a9, siha & = & 14 =
&9f = &gf = & O

Definizione 3.1.4. Due morfismi A 2> B e A 25 B sono equivalenti se

esiste un isomorfismo A % A’ tale che valga

g
\Q/
f f
B.

Osservazione 3.1.5. L’equivalenza e chiaramente una relazione di equivalen-

A A

za; inoltre se f e equivalente a un monomorfismo o a un epimorfismo, e esso

stesso un monomorfismo o un epimorfismo.

Definizione 3.1.6. Un sottooggetto di C' € C € una classe di equivalenza di

monomorfismi con immagine C.

Definizione 3.1.7. Data una categoria C, A € C ¢ un oggetto iniziale se
|Hom¢ {A, B}| = 1 per ogni B € C, ¢ oggetto finale se |Home {B, A} =1
per ogni B € C. Se A ¢ iniziale e finale, ¢ detto zero di C.
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Osservazione 3.1.8. Due oggetti iniziali A, B € C sono naturalmente isomorfi:
esistono uniche A > Be B % A, e gf € Home {A, A} deve essere 'identita

e viceversa; allo stesso modo due oggetti finali sono naturalmente isomorfi.

Definizione 3.1.9. Una categoria preadditiva € una categoria C tale che
per ogni A, B € C, Hom¢ {A, B} ¢ un gruppo abeliano con elemento neutro

notato 04 e la composizione di funzioni & un morfismo di gruppi.

Osservazione 3.1.10. Se C ¢ preadditiva e A € un suo zero, allora Hom¢ { A, B}
e costituito dal solo elemento neutro del gruppo e viceversa; in questo caso

si scrive A = 0.

Osservazione 3.1.11. Se la categoria e preadditiva, f &€ monomorfismo se e
solo se per ogni fg = 0 si ha g = 0 ed e epimorfismo se e solo se per ogni

gf =0si ha g =0, dove 0 e I'elemento neutro di un gruppo di morfismi.

Definizione 3.1.12. Sia C una categoria preadditiva con O¢z e A ENyS , allora
il kernel di f, se esiste, ¢ una classe di equivalenza di un morfismo K A
tale che fk = 0K e caratterizzata dalla proprieta universale: per ogni altro
morfismo X 25 A con le stesse proprieta, esiste anche un unico morfismo
X 5 K tale che

Proposizione 3.1.13. La definizione ¢ ben posta, cioe: se k soddisfa la pro-
prieta universale del kernel di A 1B ed ¢ equivalente a k' allora anche
k' soddisfa la proprieta universale; viceversa, se k e k' soddisfano la pro-
prieta universale allora sono equivalenti. Inoltre se k é un kernel, allora é

monomorfismo.

Dimostrazione. Se k soddisfa la proprieta universale ed e equivalente a £’
allora esiste un isomorfismo « tale che ¥ = ka; quindi fk' = fka = Ogl,

inoltre se esistono X e X 2 A tali che fA = 0%, esistono anche y e 7/ = a1y
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come in

K’ k A-t-p
\\ @ k
\
\
MK
7\\ f A
\Y |
\
X;

il morfismo 4’ & unico perché lo & 7.

Viceversa, se k' soddisfa la proprieta universale, allora esistono ~ e v/ tali
che kv = k' e k'y =k, cioe kvy' = k e k'y'~v = k’; per I'unicita richiesta
dalla proprieta universale, 7' = 1x e v’y = 1k, cioe k & equivalente a k'.

Sia X 5 K un morfismo tale che ké = 0%, allora fké = 0%, quindi
esiste unico X - K tale che ky = k&; inoltre ké = 0% = k0%, quindi
v =& = 0%. ]

Definizione 3.1.14. Sia C una categoria preadditiva con O¢c e A EN B, allora
il cokernel di f, se esiste, & una classe di equivalenza di un morfismo B % Q
tale che yf = OS e caratterizzata dalla proprieta universale: per ogni altro

n . < . .
morfismo B — Y con le stesse proprieta, esiste anche un unico morfismo
£
) =Y tale che

Osservazione 3.1.15. In modo analogo al kernel, si dimostra che la definizione

del cokernel € ben posta e che un cokernel ¢ sempre epimorfismo.

Osservazione 3.1.16. In generale si dira che k ¢ kernel di f per dire che il
kernel di f e la classe di equivalenza di k, cosi per il cokernel, allo stesso

modo in cui si scrive A = O¢ per dire che A € uno zero di C.

Proposizione 3.1.17. Sia A EN B; se f ¢é dotato di kernel, allora é mono-
morfismo se e solo ker f = ng ;se f édotato di cokernel, allora é epimorfismo

se e solo se coker f = 0536.

21



Dimostrazione. Se f & monomorfismo, ovviamente f0°% = 0%, inoltre se
esiste X 2 A tale che fA = 0%, anche f0¥ = 0%, quindi A = 0% perché
f € monomorfismo, e ponendo v = 032 si ha che ng soddisfa la proprieta
universale.

Viceversa, se OOAc ¢ il kernel di f e fA = 0%, per la proprietd universale
esiste un morfismo X - 0¢ tale che 0?4‘37 = A, cioe A = 0%, quindi f ¢

monomorfismo. O

Proposizione 3.1.18. Sia C una categoria dotata di tutti i kernel e 1@

cokernel, allora se k = ker f, k = ker coker k, se y = coker f, x = coker ker .

Dimostrazione. Sia y = coker k, allora si deve dimostrare che k£ = ker y. Sia

quindi X 2, A un morfismo tale che XA = Og :

K k A ! B
V\ /1
v\\ / X //n

X Q;

poiché y = cokerk e fk = 0%, esiste un unico morfismo Q 2. B tale che

nx = f, quindi fA = nyA = 0%. Essendo k = ker f e f\ = 0%, esiste un unico
morfismo X - K tale che ky = ), cio¢ k soddisfa la proprietd universale per

essere kernel di y. O

Osservazione 3.1.19. Sia A L B un morfismo, k& = ker f, x = coker f,

o = coker k e v = ker y:

Poiché v = kery e xf = 04, esiste un unico morfismo A % K’ tale che
vp = f; inoltre 0¥ = fk = vpk implica pk = 0 perché¢ v ¢ monomorfismo. Di

. ) i I .
conseguenza esiste un unico morfismo @ = K’ tale che fo = p, in quanto
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o = coker k. Infine si ha vfo = f. In generale, f non ¢ un isomorfismo; una
categoria in cui per ogni f, f cosi costruito € un isomorfismo si dice soddisfare

la proprieta (ab).

Definizione 3.1.20. Una categoria preabeliana C € una categoria preadditiva

con O¢, dotata di tutti i kernel e i cokernel e che verifica (ab).

Lemma 3.1.21. Se g ¢ un monomorfismo allora ker f = kergf; se f e un

epimorfismo allora coker g = coker gf.

Dimostrazione. Siano k = ker f e k' = ker gf, allora fk = 0% e gfk’ = 05,
dacuisiha gfk =05 e fk' = Og/ perché g ¢ monomorfismo. Quindi esistono
v e v tali che kv = k' e k'y = k, ma questo implica che k e k' sono

equivalenti. O

Teorema 3.1.22. Sia C una categoria preadditiva con O¢ e dotata di tutti i
kernel e i cokernel, allora C é preabeliana se e solo se ogni morfismo f si puo

esprimere come kx dove k ¢ un kernel e x ¢ un cokernel.

Dimostrazione. Se C verifica (ab) allora f = vfo e v & un kernel mentre fo
e un cokernel in quanto equivalente a o.
Viceversa, se ogni f si puo scrivere come &7 con & monomorfismo e 7

epimorfismo, allora

K—t>2 ! B
X %
o X v
Oé/4 \\/8
/// \&
/
Q 7 K'.

Poiché ¢ & un kernel, ¢ un monomorfismo, quindi kern = kerné = ker f =
k; inoltre 1 € un coker, quindi n = cokerkern = coker k, cioe n e ¢ sono
equivalenti, quindi esiste un isomorfismo « tale che aoc = 7. Procedendo

dall’altra parte, dal fatto che i € un cokernel si ha che ¢ un epimorfismo,
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quindi coker ¢ = cokerné = coker f = y, inoltre £ ¢ un kernel, quindi § =
ker coker & = ker y, cioe £ e v sono equivalenti, percio esiste un isomorfismo
0 tale che v3 = &.

Quindi da un lato f = vfo, dall’altro f = & = vafBo, ma v e

monomorfismo e o & epimorfismo, percid f = a3 e f & isomorfismo. m
Lemma 3.1.23. S ha ker O(’i =1lg e cokerO%c =14.

: ‘ . . A s
Dimostrazione. Chiaramente Oégc 1 = O(lfc; inoltre, se X = B e un morfismo

per cui 063; A= Oéf: , allora lo stesso morfismo A e tale che 1g A = A. m
Proposizione 3.1.24. Sia C una categoria preabeliana e A EN B, allora:

e f ¢ un isomorfismo se e solo se € monomorfismo ed epimorfismo;

e f ¢ monomorfismo se e solo se f = ker coker f;

e f ¢ epimorfismo se e solo se f = coker ker f.

Dimostrazione. Un isomorfismo ¢ sempre monomorfismo ed epimorfismo; vi-
ceversa, se f € monomorfismo ed epimorfismo, allora ker f = O?f e coker f =
O(ch. Poiché ker 052 = 1p e coker OOAC =14, f = f e f & un isomorfismo.

Se f e un kernel allora ¢ sempre monomorfismo; viceversa, se f ¢ mo-
nomorfismo, si puo scrivere come &7 con & monomorfismo e n epimorfismo,
allora 7 = coker kern = coker ker f = coker 0?40, quindi 7 € coequivalente a
14 e in particolare ¢ un isomorfismo. Ora, & = ker coker ¢ = ker coker f, ma

essendo f equivalente a & si ha anche f = ker coker f. O]
Definizione 3.1.25. L’immagine di un morfismo f & Im f = ker coker f.
Lemma 3.1.26. Sia A L B un eptmorfismo, allora Im f = 15.

Dimostrazione. Sia y = coker f, allora yf = 04, ma f & un epimorfismo,

quindi y = 05; di conseguenza ker y = 15. O
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3.2 Prodotti

Definizione 3.2.1. Sia C una categoria e (Cj)jel una famiglia di oggetti di
C; se esiste, il prodotto della famiglia ¢ la classe di equivalenza a meno di
isomorfismi di un oggetto [[ C; dotato della famiglia di morfismi (;),, tali
che [ C; o, C; ¢ caratterizzata dalla proprieta universale: per ogni famiglia

. R . . n
di morfismi X — C}, esiste un unico morfismo X — [] C; tale che:

[1C:
7

n ., G
s O
Ve

X _ Cj;.

"j

Osservazione 3.2.2. Chiaramente la definizione ¢ ben posta: se due oggetti
soddisfano la proprieta universale allora sono isomorfi, se un oggetto soddisfa

la proprieta universale, allora anche uno a lui isomorfo la soddisfa.
Proposizione 3.2.3. Se [[C; esiste, allora ogni m; é un epimorfismo.

Dimostrazione. Siano C} 19, X tali che fmj = gmj; allora esiste un morfismo
C; 2, [1C; tale che myn & un qualsiasi morfismo' se j # k, mentre myn = 1¢,
se j = k. Quindi da fm; = gm; si ottiene fr;n = gm;n, ma m;n = lg, e si ha

f=uy O

Definizione 3.2.4. Procedendo dualmente, dalla famiglia (C}),; si definisce
il coprodotto come la classe di equivalenza a meno di isomorfismi di un oggetto
[1C; dotato della famiglia di morfismi (g;),.; tali che Cj L 11C; & carat-
terizzata dalla proprieta universale: per ogni famiglia di morfismi C} 5, X,

esiste un unico morfismo [[ C; £, X tale che:

[1C:

€j N é
O N
N

¢ - X.

1Se C ¢ una categoria preadditiva si pud evitare I'uso dell’assioma della scelta
. C;
considerando O .
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Osservazione 3.2.5. Ancora, la definizione ¢ ben posta; inoltre le funzioni ¢;

sono sempre monomorfismi.

Definizione 3.2.6. Sia C una categoria preadditiva con 0¢, [ =

{0,....n =1} e (C)),¢; una famiglia di oggetti di C; allora il biprodotto del-

la famiglia e una classe di equivalenza a meno di isomorfismi di un oggetto

X C; dotato di due famiglie di morfismi (M) ;1 € (€5) 7 con X
) C; .

e C} =, X C; tali che mpe; = ;5 (ciog Lye, sej = k, Oéci sej#k)e

_ 122G
Zke]ekﬁj = 1><Cz

Teorema 3.2.7. Sia C una categoria preadditiva con Oc, I ={0,...,n— 1}

e (Cj)jel una famiglia di oggetti di C, allora sono equivalenti:
e csiste il prodotto della famiglia;
e csiste il biprodotto della famiglia;
e csiste il coprodotto della famiglia.

Inoltre se si verificano queste condizioni, prodotto, coprodotto e biprodotto

sono la stessa classe di equivalenza di oggetti di C.

Dimostrazione. Sia [] C; il prodotto della famiglia di insiemi; per ogni j € I,
si considera la famiglia di funzioni C; hiLR Cy al variare di k € I; per la
proprieta universale del prodotto, esiste C; o, [1Ci. Si ha mn; = 0,1 per
costruzione. Si deve dimostrare che > . mjm; = 1y, ma m, 325,075 =
ZJEI RN = Zjel Opmj = T = Ty 1 X, ed essendo 7, epimorfismo, si ha
I'uguaglianza.

Viceversa, se X C; ¢ il biprodotto della famiglia, si deve dimostrare che
¢ anche prodotto se dotato della famiglia di morfismi (7Tj>j€ ;- Sia quindi
X5 C; una famiglia di morfismi, allora posto 7 = Zjel €;mj, si ha myn =
Tk D ier M = Djer ThEM; = D jer 0Ky = M se 1)’ soddisfa la medesima
proprieta allora 0/ = n'1y o = 0> i 6 = 32,0, MEm) = D ey 1Ty =
2 jer e = 1)- =
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Definizione 3.2.8. Una categoria abeliana e una categoria preabeliana in

cui esistono tutti i prodotti delle famiglie finite di oggetti.

. f g . . .
Lemma 3.2.9. Sia A — B = C una successione esatta in una categoria

abeliana, allora gf = 0; inoltre, se f & un monomorfismo allora f = kerg.

Dimostrazione. L’esattezza della successione significa kerg = Imf =
ker coker f. Sia B 2 @ il coker di f, allora esiste un unico morfismo
Q 5, O tale che Ex = g; allora gf = &xf = 503 = 04 in quanto
xf si annulla per le proprieta del cokernel. Se f e monomorfismo, si ha
f =kercoker f =Im f = kerg. O

Teorema 3.2.10. Sia 0 — C} ER c Loy — Oc una successione esatta in

una categoria abeliana:

allora sono equivalenti:
o esiste C' 25 Cy tale che Mo =1¢,;
o esiste Cy 5 C tale che gy = ¢, ;
e esiste un isomorfismo C = Cy x Cy tale che af = &1 e ma = g.

Se si verificano queste condizioni, la successione si dice spezzante e in

particolare 0 — C; =5 Oy x Cy =5 Cy — 0 ¢ esatta.

Dimostrazione. Costruzione di a. Se esiste C 2 Cy con Af = 1¢,, allora da

C partono due morfismi verso C; e Cy, rispettivamente \ e g; poiché C} x Cy
& anche un prodotto, esiste un unico morfismo C' = C; x Cy tale che ma = \
e ma = g; inoltre af = 1o, xc, af = (6171 + eoma) af = exmaf +eamaf =

61)\f + 52_gf =£&1 101 +€20é = £1.
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a ¢ epimorfismo. Sia C} x Co £, X un morfismo tale che £a = 05 allora

£eag = Eeag € poiché g € un epimorfismo ey = 0)0(2_ Quindi £ = €140, =
€ (e1m1 + e9my) = Eeymy + eamy = Eafmy + Eeamy = O)C(lxc?

N : A
o & monomorfismo. Sia X = C un morfismo tale che aX = 05 ¢, , allora

0)C<2 = meaA = gA; ma f e un monomorfismo e la successione ¢ esatta, quindi

f = kerg. Per questo motivo esiste un unico morfismo X - C, tale che

fy=AXesiha0=a)\=af\=e¢c\ maessento €, monomorfismo, A = 0.
Viceversa, se esiste I'isomorfismo «, si puo definire A = w1, allora A\f =

7T104f = T1&1 = 101. ]

3.3 Limiti

Definizione 3.3.1. Una categoria si dice piccola se i suoi oggetti formano

un insieme.

Definizione 3.3.2. Siano 7 una categoria piccola e F': 7 — C un funtore
covariante; un cono su F' e un oggetto X € C munito di una famiglia di

morfismi (o), con X =5 F {I} tali che per ogni I 2, J si verifica

X
ag ag
/O\

F{I} F{J}.

F{A}

Definizione 3.3.3. Siano 7 una categoria piccola e F': T — C un funtore
covariante; un limite di F' ¢ una classe di equivalenza a meno di isomorfismi
di un cono X dotato dei morfismi (o)., che soddisfa la proprieta universale:
per ogni altro cono Y dotato dei morfismi ({7),.7, esiste un unico morfismo

Y & X tale che per ogni [ si abbia

Y ¢ X
\ O /
&r ar

F{I}.
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Osservazione 3.3.4. La definizione e ben posta e il limite si indica con lim F.

Esempio 3.3.5. Sia Z una categoria piccola e discreta (in cui Hom{I, 1} =
{1}, e Hom{I, J} = @ se I # J); allora X & un cono se ay = F {17} ay, cioe

ogni oggetto & un cono; di conseguenza lim F' = [[,.; F'{I}, ove esista.

Esempio 3.3.6. SiaZ = {I, J, K} con i soli morfismi / i KelJ i K oltre
alle identita, allora X & un cono se ax = F {ul } oy = F {u};} ak, quindi il
cono ¢ completamente definito da a; e a;. In questo caso @ F e il pullback
di F{uk}eF{uf}.

Se la categoria di destinazione ¢ abeliana e uf. = 0% allora un cono ¢
definito da una funzione X =% F {J} tale che F {uj } oy = Ofé{K}; il limite

di F in questo caso ¢ il kernel di F {u} }.

Definizione 3.3.7. Una categoria C € completa se per ogni categoria piccola

7 e ogni funtore covariante F': 7 — C, esiste il limite lim F.

Teorema 3.3.8. Sia C una categoria preadditiva con Oc, allora C é completa

se e solo se ha tutti i prodotti e tutti 1 kernel.

Dimostrazione. Se C e completa ha tutti i prodotti e i kernel in quanto sono
particolari tipi di limite.

Costruzione di lim /. Si denota con Hom {Z} I'insieme di tutti i morfi-

smi tra oggetti di Z e se A € Hom{Z}, il dominio di A si scrive s{A}, il
codominio ¢ {\}. Si considerano A = [[,.; F'{I}, dotato dei morfismi 7/, e
B = [Lienomny I {t {\}}, dotato dei morfismi g {t {\}}; poiché

A
ﬂ':{)\/ w}

Fis Dl ——— F{t (M1}

Non e commutativo, in generale si avra p, = F {u} ms — myqy non nullo.

Per la proprieta universale di B, esiste un morfismo A % B; siano k = ker p
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ekJ:TI'JkZ

B

p,7 Qefu}
/ O
k /
K. A F it}
w O %
\\ /

5\\F{J} //a
N
\f /

N

X

Costruzione di X = K. Sia X un cono su F con la famiglia di morfismi

¢;; allora per la proprieta universale di A, esiste il morfismo X = A; per
fattorizzarlo tramite k, & necessario dimostrare che pa = 0% e questo ¢
equivalente a mostrare che g, ypa = 0 per ogni € Hom {Z}, perché se si
verifica questa condizione, quei morfismi si sollevano in modo unico, quindi
pa = 0. Siha quuypa = (F {u} muuy = mgy) @ = F{n} mama — mppo =
F{u} &y — &gy = Ofé{t{“}}, in quanto X con i morfismi £; & un cono su F.
A questo punto, per la proprieta universale del kernel di p, esiste un unico
morfismo X 5 K tale che k& = a.

k;6 =&;e& eunico. Siha k;§ = mjké = mya = &;. Ora, se £ ¢ un

altro morfismo per cui k;& = ¢, allora k&' = a: questo perché m k&' =
k;& = &5 = mya, per ogni J € 7, quindi anche k&' = a. Ma per la proprieta

universale del kernel, esiste un unico £ tale che k{ = «, quindi & = &. O

Definizione 3.3.9. Sia 7 una categoria che ha come oggetti gli elementi
di un insieme parzialmente ordinato e in cui Homz {/, J} = {uﬂ} se e solo

se I < J; un funtore F': Z° — C e detto sistema inverso in C se, posto
B = F{uﬂ}, si ha B3{B% = ¥ per ogni I < J < L.

Definizione 3.3.10. Il limite di un sistema inverso F' si dice limite inverso.

Esempio 3.3.11. Se Z = N e it = F{u?,,} allora F ¢ un sistema in-

verso se (2 = prrlgitt sia inoltre X,, = F {n}. Al posto di considerare
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[ L ren Xt{ﬁz+k}, si puo prendere solo [], .y Xt{ﬁgﬂ} = [I,.en Xn, perché le
mappe 377 con k # 1 non modificano il kernel del morfismo p.

Siano ora A un anello, 3 < A un suo ideale, X,, = % e gt {a + 3"} =
a+J% A7 & ben definita perché J* C 3" e F ¢ chiaramente un sistema

inverso. In questo caso,

fi P = { (a0 + 3", | B2 {sn + 771} = 0, +37}

= { (an + jn)nEN | Ap+1 — Ap € jn+1 } )

e in particolare se A = k[z] e J = (x), lim F" = k[[z]]; se A ¢ un anello locale
e J ¢ il suo ideale massimale, lim F* da una descrizione del comportamento

analitico della varieta intorno al punto in cui si e localizzato.

Osservazione 3.3.12. Se ¢: ' — G e un morfismo funtoriale tra funto-
ri covarianti da Z a C che ammettono limiti con morfismi di definizione

rispettivamente oy e [y, allora

F{I} o G{I}

V’

limF o F{A} O G}

DN

F{J}

G{J};

®YJ

cioe lim F' € un cono su G grazie ai morfismi pya;; per questo motivo, esiste
um
un unico morfismo lim F' —— lim G tale che

lim
lim F = lim G
P P
O
G{I}.

Se C e completa, si puo parlare del funtore @1 dalla categoria Hom {Z,C} a

C.
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Teorema 3.3.13. Il funtore lim € esatto a sinistra.

Dimostrazione. Bisogna dimostrare che se per ogni I € Z sono esatte le

successioni 0¢ — F {I} 25 G{I} | {I}, ¢ esatta anche la successione

lim ¢ lim v
O¢c — limF —— limG —— lim H.
— — —

lim ¢ € un monomorfimo. Sia X £, lim F un morfismo tale che lim pE =
P — pa—

Oﬁéw; allora per ogni I € Z, Brlimp¢ = 035, ma B limp§ = prarg ed
essendo ¢; un monomorfismo, a;€ = 0% (1) per ogni I € T e da questo segue
5 = Oﬁ(mF

h

Imlim ¢ = kerlim. Poiché limy e un monomorfismo, si ha limp =
P P p— —

ker coker lim ¢ = Im lim ¢, quindi basta dimostrare che lim ¢ = kerlim . Sia
<—)\ P— — —
quindi X = lim G un morfismo tale che im YA = 0i%, 7, allora si annullano
h
tutti i Wliglgb)\ = Y101 A. Poiché ¢; € un monomorfismo, si ha ¢; = ker ¢y,

quindi per ogni I € T esiste un unico morfismo X % F {I} tale che p;n; =

BrA:

lim ¢ lim v

0——lim F A IimG — > 1limH
— — —

\‘\g /
N A
AN

ar O X Br O Y1
s g O
,,/771
0—=F{I} — G{I} —~H{I}.

Si ha quindi una famiglia di morfismi (1;),.7, allora si puo mostrare che X
con questa famiglia € un cono su F': si deve mostrare che, preso un morfismo
I J, ny = F{u}n, che & equivalente a dimostrare ¢ n; = @, F{u}nr in
quanto ¢; € monomorfismo. Si ha ¢ n; = s\ = G{u} frA = G{u} pmr =
o F {u}n, perché lim G & un cono su G. Per la proprieta universale si lim F/,
esiste un unico morfismo X - lim F tale che a;§ = 7;. Rimane da dimostrare
che @gp{' = A\, ma per ogni [ € Z, ﬁprnapg = prar€ = pmr = BrA, da cui
lim o€ = A. [

Teorema 3.3.14. Sia (T, H) una coppia di funtori aggiunti, F: I — B,
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allora im HF = H{lim F} e se im F' e definito dai morfismi oy, allora
— p— p—

lim HF ¢ definito dai morfismi H {ar}.

Dimostrazione. Poiché H e un funtore, subito si ha che H {@1 F } dotato
dei morfismi H {a;} ¢ un cono su HF'. Si prenda un cono X su HF con i
morfismi X 5 HF {I}.

Esiste X = H {h;nF} Dal fatto che X ¢ un cono si ha HF {u} & =&,
e applicando T' st ha THF {u} T {1} =T {&}:

THF {1}~ F{1}
o
T{X} © THF{u} O F{u}
m PF{J
THF{J} —2 - F{J},

dove p & la counita dell’aggiunzione. Quindi 7'{X} & un cono su F con i
morfismi pp(n T {&r} e percid esiste un unico morfismo 7' {X} -5 lim I tale
che am = prnT {41} sia § = AﬁinF{n}; Evada X a H{linF} Perché
¢ sia il morfismo cercato deve essere H {a;} £ = &7, ma per le proprieta

dell’aggiunzione

H{ar} € = H{ar} A p {1}
= Aig{z} {am}
= A)F({I} {PF{I}T {51}}
= A?ﬁ{}” {pF{I}} &1
— AL (AEEOY 1} €

=<

¢ & unico. Sia & un altro morfismo tale che H {a;} & = &, per cui cioe si

ha H {a;} & = H {ar} & AL ¢ un isomorfismo, quindi esiste 7’ tale che & =
&

AﬂinF {n'}. Allora da un lato H {a;}¢ = H {as} AfifEF {n'} = Aif{l} {am'},
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dall’altro procedendo allo stesso modo H {a;} Aﬁ(inF {n} = Afé{]} {am}; al-
lora, sempre perché Aif o ¢ un isomorfismo, si ha a;n’ = ayn per ogni I € 7,

quindin=n"e{=¢. O

Osservazione 3.3.15. Si possono definire tutti i concetti duali, cioe quelli di
cocono, colimite (notato h_r)nF), di categoria cocompleta, di sistema diretto e

di limite diretto. Valgono quindi i risultati duali:

e una categoria e cocompleta se e solo se ha tutti i cokernel e i coprodotti;

e lim & un funtore ed e esatto a destra;

e se (T, H) ¢ una coppia di funtori aggiunti, allora liLQTF =T {h_rr} F}
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4 Funtori derivati

4.1 Complessi

Definizione 4.1.1. Un complesso di A-moduli destri & una successione Cy =
¢ Ce

(C’n, 8,?')%2 tale che Cpy1 —= C,, o7, Ch_1e 8,?’35;1 = 0 per ogni n € Z.

9% & detto operatore differenziale; I'n-ciclo di C, ¢ Z,, {Cy} = ker 9*; I'n-

bordo di & B, {C.} :=Tmds,. Siha B, C Z, ¢ H,{C.} == 2-1E: & detto

n-esimo modulo di omologia di Cl.

Definizione 4.1.2. Dati C,, D,, un morfismo di complessi tra i due e C, 2,
D, e consiste nel definire C,, 2% D,, per ogni n € Z in modo che il diagramma

seguente sia, commutativo:

Pn+1
Cn+14>Dn+l
@?ill O lafxl

Cn Pn Dn :

Lemma 4.1.3. Dato un complesso Cy (omesso nelle notazioni), si possono
indurre © morfismi én: coker 0,11 — ker 0,,_1; questi morfismi sono tali che
ker én = H,, e coker 571 =H,_4.

Dimostrazione. Si ha coker 0,1 = —%2— = %= mentre ker 0, 1 = Z,_1;

IIna’rz+1 Bn
quindi si cerca un morfismo 0, : % — Zn_1;siponga 0, {c, + B,} = 0, {c,}.
Questo morfismo ha come codominio Z,_; perché 0,10, = 0 ed ¢ ben
definito in quanto se ¢, € B, allora ¢, € 0,11 {Chi1} € 0,041 {Crs1} = 0.

. A A Zp_
Risulta ker 0,, = k'}l;%a" = H,,, mentre coker 8, = 25~ = H, ;. O

. . . © . .
Osservazione 4.1.4. Da un morfismo di complessi Cy — D, si possono indurre

anche i seguenti morfismi.

e Un morfismo tra i moduli di omologia:

Ho{p}: it =H,{C} — H,{D.}=213}

Zn + Bp{Ce}  +— @n{zn} + By{D.}.
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H, {¢} ¢ ben definito perché se z, € B,{C.}, vn{zn} € Bn{D.}:
infatti se z, ¢ immagine di 85;1, percorrendo il diagramma nel ver-
so contrario risulta che ¢, {z,} ¢ immagine di 97¢,, ciot ¢, {z,} €

B, {D.}.

e Un morfismo tra i cokernel degli operatori differenziali:

Ly {e}: % = cokerd$t, — cokerds, = —Bn%ﬁ.}

¢ + B {Co} — pn{eat + Ba{Dd}.
[, {¢} & ben definito per lo stesso motivo di H,, {¢}.

e Un morfismo tra i kernel degli operatori differenziali:

A{e}: Zui{C =kerdS*, — kerd?, = Z, 1 {D.}

Cpn—1 — Pn—1 {Cn—l} .

A, {¢} & ben definito perché se ¢, € Z,,_1 {C,}, allora in particolare
0= <Pn—287?:1 {Cn—l} = 35118071—1 {Cn—l}a cioe Pn—1 {Cn—l} € Zn—l'

Osservazione 4.1.5. Risulta commutativo il diagramma

Ch In{e} D
Bn{Ce} Bn{Da}
al o lé’?'

anl {Co} m n—1 {Do} )

in quanto
An {p} ér(i. {en + Bo{Ce}} = éf'l—‘n {e}{en + Bu{Da}}
= A {0} 0% {c,} = 07 {pn{ca} + Ba{Du}}
= Spnflag. {en} = 87?.9011 {ent
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Si puo costruire anche il seguente diagramma completamente commutativo:

i \ ) / T
. n  nied o _ — .
coker 95y, = Bﬁc.} d Bf{) ey — coker o,
o5 a}?-l o ié{?- o
A}@?’l = Zn-11Ce} eps! Zn-1{Da} = ke<A
Cn—l Dn—l'

Lemma 4.1.6. Siano C, % D, ¥, E. morfismi di complessi, allo-

ra o definito da (Yp), = Unpn € ancora un morfismo e H, {ip} =

Dimostrazione. L’applicazione costruita ¢ ovviamente un morfismo. Si

Hy{¢}{on{cn} + Ba{Ds}} =
Vnon{cn} + Bu{Ee} = Hy {tvp} {cn + B {Co}}.

ha  Hy {¢} {Hn{¢} {cn + Ba{Ce}}}

Lemma 4.1.7 (del serpente). Se il diagramma

A B——=C 0
J/ao iﬂo i
A B ——= ('

ha le righe esatte, allora per la commutativita esistono ey, T, €., w. come

37



nel diagramma sequente:

O O
A——B—"—C 0
o O B O 2
0 N g —"
O O

Inoltre esiste ker v = coker v tale che
ker o — ker § — kery — coker & — coker 3 — coker ~y

sia esatta. Inoltre, se € ¢ iniettiva lo é anche €, e se ' & suriettiva lo é anche

/

.

Dimostrazione. Costruzione di w. Sia ¢ € ker+y, allora esiste b € B tale che
¢ = m{b}, quindi 0 = yw {b} = 7'B{b}, cioe B{b} € kern’ = Im¢e’; quindi
esiste un a’ € A’ tale che €’ {a’} = 5 {b}. Si definisce w {c} = a’ + Im av. Per

mostrare che w & ben definita, si prenda b con 7 {I_J} = ¢; b definisce w {c} =
a'. Allora b — b € kerm = Ime, quindi esiste a € A tale che e {a} =b—be
e {d —a'} =p{b—b} = Be{a} = ca{a}. Per I'iniettivita di &, si conclude
a' —a' = a{a}, cioe a’ e @ sono nella stessa classe di coker a.

La successione ¢ esatta. Si dimostrano le seguenti:

e Imm, C kerw: preso ¢ € Imm,, esiste b € ker 3 tale che ¢ = 7w, {b} =

7 {b}; per la costruzione esiste a’ € A’ con {b} =¢'{a'}, mab € ker 8
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implica 0 = B{b} = &' {d}, cioe a’ € ker&’; per I'iniettivita di &', ' = 0,

quindi w{c} =d =0e c € kerw;

e Imm, D kerw: preso ¢ € kerw, w{c} = 0+ Ima, e si ha che per ogni
b € B tale che {b} = ¢’ {0} = 0, 7{b} = ¢; ma 5{b} = 0 significa

b € ker 3, cioe ¢ € Im 7y;

e Imw C kere!: preso @’ € Imuw, esiste ¢ € kery con w{c} = a; per
costruzione, per ogni b € B tale che {b} = &' {da’} si ha 7{b} = c ed
esiste almeno uno di tali b; quindi esiste b € B con §{b} = &' {d'}, cioe

g’ {d'} € Im 3, cioe ' € kere’;

o Imw D kerel: a’ € kere, significa ¢/ {a'} € Imf, cioé esiste b € B
tale che 5{b} = &'{da’}; ma per costruzione di w, wr{b} = d/, cioe

a €Imuw. O

Teorema 4.1.8. Sia 0 — C, % D, ¥, E. — 0 una successione esatta (cioé
tale che lo sia per ogni n), allora per ognin esiste un morfismo H, {E,} <%

H, 1 {C.} tale che la successione

Hn{p} Hn{y}

 — Hy {E} 5 H {0 2 H, {D,} 5 H, {E} <% H, 1 {C,} — ...

sia esatta.

Dimostrazione. Per le osservazioni su I',, e A, si puo costruire il seguente

diagramma:
Chn Crn{e} Dy In{y} En
Bn{C.} Bn{Do} BR{EO} 0
aCl o 55-l o iaE
00— anl {Co} m anl {Do} m anl {Eo}

e dimostrare che le righe sono esatte:

o ', {¢} & suriettiva poiché lo & 1),;
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e A, {¢} & iniettiva poiché lo & ¢,;

o ImTI', {¢} D kerl',, {¢}: si consideri d,, + B, {Ds} € kerI',, {1}, allora
0 =T {¢}{dn + Bo{De}} = n{dn} + B {EL},
cioe ¥, {d,} € B, {F.} =Im 65;1, quindi esiste e, € F, 1 tale che
U {dn} = O3, {enia}s

ma 1,41 ¢ suriettiva, quindi esiste d,, .1 € D,41 tale che ¥, 11 {d,11} =

éni1; componendo si ha

(U {dn} = 8nEJ.rlwn+1 {dn+1} = wnafzj;l {dn+1} )

cioe d,, — (97?;1 {dns1} € kerv), C Im y,,. Quindi esiste ¢, € C, tale che

on{cn} = dy — 022 {d,11}; passando ai quozienti,
on{cn}t + Bu{Ds} = d,, — ar?J:l {dni1} + Bo{Ds} = dp, + B, {D.},

da cui I', {¢} {c,} = dn + B, {Ds} € ImT, {©}.

o ImI', {p} C kerD', {¢}: sia d, + B, {D.} € ImT',, {¢}, allora esiste
¢, € C), tale che

Pn {Cn} + Bp {Do} =d,+ B, {D.} .

Applicando ' {9}, Tp{v}{pn{ca} + Bu{De}} = vUnpn{ca} +
B, {E.} =0+ B, {E.}, poiché ¢, = 0.

e ImA, {¢} DkerA, {¢}: siad,_1 € ker A, {}, allora
0= An {@/J} {dn—l} = wn—l {dn—l} )
cioe d,_1 € kerv,_ 1 = Imp,_1. Quindi esiste ¢,_; € C,,_; tale che
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dn-1 = Yn-1{cn-1} = Ay {9} {c,_1}; rimane da dimostrare che ¢, 1 €
Zn—l {Co}; si ha

gpnag:l {C’fl—l} - 87?—'1@71—1 {Cn—l} = anD:l {dn—l} =0

poiché d, 1 € Z, 1{D,}. Per liniettivita di ¢, si conclude che

o ImA, {p} C kerA, {¢}: sia d,—1 € ImA, {¢}, allora esiste ¢,_1 €
Zn1{Cs} tale che d,—1 = ¢u1{cn1}; quindi A, {¢}{d,1} =
Yp—1Pn—1 {Cn—l} = 0.

Il diagramma soddisfa le condizioni del lemma 4.1.7; applicandolo risulta

w tale che
. . AW . . .
ker 0% — ker 9P — ker 0P+ % coker 09 — coker 0P* — coker 0F;
sostituendo si ha la seguente successione esatta:

H,{C,} — H,{D,} — H,{E,} < H, 1{C} — H, 1{Ds} — H, 1 {E.}.
O

4.2 Omotopie

Definizione 4.2.1. Dati C, LN D, morfismi di complessi, un’omotopia tra
peveyp 2R ¥ costituita da C, Zn, D, 1 per ogni n, con ¢, — Y, =
O %, +%,-105.

3
Cn > Dn+1

Pn
oS J/ w\ laf-;l

Cn—l - Dn
E'n,fl

Se esiste un’omotopia tra ¢ e 1 si scrive ¢ ~ 1.

Osservazione 4.2.2. Se > e

un’omotopia, si ottiene che H, {¢} {c, + Bn{Ce}} = @n{cn} + Bu{Ds} =
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Un{ea} +020 5, {en} + 2,105 {cn} + B {Do} = ¥ {cu} + B, {D.}: infat-
ti 925, {c.} € B,{D.}, mentre ¢, € Z,{C.} implica ¥, ,05* {c,} = 0.
Quindi si ottiene H, {¢} = H, {1}, cioé 'omotopia conserva i morfismi tra

i moduli di omologia.
Proposizione 4.2.3. L’omotopia e una relazione di equivalenza.

Dimostrazione. La relazione ¢ chiaramente riflessiva (con ¥,, = 0) e simme-
trica (con X! = —3,). Per dimostrare la transitivita, siano ¢ = S, X
due omotopie; risulta x, — ¢n = (Xn — Yn) + (Un — @n) = 87?;1 {E, +06,}+
(Bn_1+6,.1)9%. Quindi ¥ + O & un’omotopia tra ¢ e Y. O

Lemma 4.2.4. Siano C, LA . 1N E,. Se ¢ ~ 9 allora ¢ ~ ',
mentre se ' ~ )" allora @' >~ Y'1).

Inoltre, se o ~ 1 e @ ~ " allora ¢’ ~ P'1).
011 5

@5, 105 = 0 0l 1S + 08,105 quindi @'Y realizza 'omotopia tra

Dimostrazione. Per il primo caso, si ha ¢, ¢, — @, ¥, o
©'p e, dove (¢'Y),, = )15, Allo stesso modo si verifica che la seconda
omotopia cercata ¢ data da ©1, con (), = ©,1,.

Se o ~ 1 e ¢ ~ ' per le dimostrazioni precedenti si ha @' ~ Q' e
@' =~ P"p; poiché 'omotopia e una relazione di equivalenza, @' ~ ¢'1). [

Lemma 4.2.5. Sia F' un funtore additivo e ¢ ~ 1, allora F {p} ~ F{¢},

cioé un funtore additivo preserva l'omotopia; in particolare H, {F {o}} =

H, {F{y}}.

Dimostrazione. Applicando il funtore al complesso C, si ottiene un al-
tro complesso F {C,} con 9kt = F{0$}: infatti F {05} F {95} =

{85118,?‘} = F'{0} = 0, e la commutativita del diagramma segue da quel-
la del complesso C,. Applicando F' alla relazione di omotopia si conserva
l'uguaglianza, quindi F' {¢} ~ F {1} tramite 'omotopia F {3}. O

Esempio 4.2.6. L'uguaglianza tra gli H,, {¢} non implica 'omotopia tra i ¢:

42



si considerino i due complessi Cy e D, legati dal morfismo ¢:

J/ iv?o:lz i l

Poiché tutte le composizioni ¢, 105 e P+, sono nulle, ¢ & un morfismo
di complessi.

Si ha H, {D.} =0 per ogni n # 1 e Hy {C,} =0, quindi H, {¢} = 0 per
ogni n, cioe H, {¢} = H, {0}, ma ¢ % 0. Infatti se per assurdo fosse cosi,
preso un qualsiasi funtore additivo F si avrebbe F'{¢} ~ F {0} = 0. Sia F'il

~ Z

funtore e ®y, %; applicando F' e considerando che Z ® % = o=, il diagramma

diventa:

--HOHF{Cl}:%*(UF{OO}:§*>0*>---

J{F{wo}ﬂz l l
27

0 F{Di} = & —=F{Do} = 0—=0—>--

In particolare Hy {F {C.}} = Z = Hi {F {D.}} e Hi {F {¢}} = 12, da cui
si deduce F {¢} # 0 e quindi ¢ 2 0.

4.3 Risoluzioni proiettive

Definizione 4.3.1. Un complesso C, ¢ detto positivo se C,, = 0 per ogni
n < 0, positivo aciclico se inoltre H,, {Cs} = 0 per ogni n > 0. Il complesso
e detto proiettivo se lo sono tutti i C,.

Osservazione 4.3.2. Un complesso positivo aciclico € quindi un complesso del
tipo

8200 100
. —Cy — (C; — Cy — 0,

con Z,{Cs} = B, {C.} per ogni n > 0. La successione non & esatta perché
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810 * non e suriettivo, ma si puo renderla esatta in questo modo:

o e e Y ey —o
2 ! " T B {Cr

Definizione 4.3.3. Sia M un A-modulo destro, e Cy un complesso proiettivo

positivo aciclico con % = M; allora C, e detto risoluzione proiettiva di

M e si ha:
a5 e -
— O —C — Cy— M — 0.

Lemma 4.3.4. Ogni modulo ¢ immagine epimorfa di un modulo proiettivo.

Dimostrazione. A ¢ un modulo proiettivo in quanto basta considerare
h{a} = za dove x € M & tale che f{z} =g {1}:

x esiste perché f & un epimorfismo. Si puo dimostrare inoltre che { P; | i € I }

¢ una famiglia di moduli proiettivi se e solo se €, ; P; ¢ proiettivo. Da que-

iel
sto fatto si deduce che AM) ¢ proiettivo per un qualsiasi insieme M e in
particolare se M & un modulo. Un elemento di A®) ¢ una funzione M ENY)
con Supp f finito; sia quindi AM) £ M Tapplicazione che associa a f I'ele-
mento »_ . mf{m}. Questa applicazione ¢ ben definita per I'osservazione

sul supporto ed e chiaramente un epimorfismo. O

Proposizione 4.3.5. Ogni A-modulo destro ammette una risoluzione

proiettiva.

Dimostrazione. Sia M un modulo; per il lemma precedente, ogni modulo
e immagine epimorfa di un modulo proiettivo, cioe esiste un epimorfismo

©o . . . . . . .
Py — M con P, proiettivo. Si costruisce il complesso per ricorrenza: si

supponga di conoscere Py, ..., P,_; e O, ... 0

n—

1; per il lemma precedente,

. . . . %) .
esiste un modulo proiettivo P, e un epimorfismo P, — ker p,,_;; sia 95 la
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composizione di ¢, con l'iniezione di ker 9%, in P,_;:
h o
P Py P
| >
Y2 ®1 %o
ker ¢q ker M
0.

L

Si ottiene un complesso positivo, aciclico e proiettivo per costruzione; inoltre

)T W & ) R
Bo{Pe} = Im¢p1  kerypo M. [l

Teorema 4.3.6 (del sollevamento). Siano P, un complesso proiettivo posi-
tiwo, Dy un complesso positivo aciclico e Ho { Py} % Hy {D,} un morfismo,
allora esiste un morfismo di complessi ¢ tale che Hy{@} = . Inoltre se an-
che ¢ soddisfa Ho {1} = @, si ha ¢ ~ 1 (in particolare, H, {¢} dipende solo
da @).

Dimostrazione. Siamo nella seguente situazione:

oy ol

P, P Py~ Hy{P,} —=0

|s

D2 D1 DO i H(] {D.}*)O

Esistenza di ¢. Poiché P e proiettivo, esiste F 29 D, tale che TDPo =

@mp. Componendo a destra con di* si ottiene 0 = wppydf* = @rpdl*, dato
che I'immagine di 97* viene annullata da 7p. Quindi si ricava che Im pd{* C

ker mp = ImOP* = By {D,} e si puo scrivere:

P
e
o1 -
L7 lwoaf .

7
D, e By{D.} —=0,
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con gooaf * = 9P+, procedendo per ricorrenza si costruisce ¢ per aciclicita
di D,, grazie alla quale si puo iterare il procedimento.

Unicita a meno di omotopie. Se v e un altro sollevamento, si cerca un’o-

motopia 2N . Chiaramente >, = 0 per ogni n < 0, quindi %, deve
soddisfare 1y — g = OP*%y, ma mp {1 — o} = @mp — $mp = 0 cioe
Im {9 — o} C kermp = ImdP* = By{D,} e per la proiettivita si puo

scrivere
P
7
Zo 7
- iwo—wo
e
~
D, o Bo{D,} —=0,
1
quindi X, esiste. Per ricorrenza, X, deve soddisfare v, — ¢, =

87?;1271 + zn_laf}. Per wusare la proiettivita di P,, deve essere
Im {¢y, — pp — 8,108} C B, {D.} = kerd?:, e questo si verifica gra-

zie all’ipotesi di ricorrenza. Quindi per proiettivita esiste X, con 8,?;12n =
wn — ©p — En_lﬁf'. Il

Lemma 4.3.7. Tutte le risoluzioni proiettive di un modulo sono nella stessa

classe di omotopia, cioé se Py e Qs sono risoluzioni esistono ¢ e 1 tali che
e~ 1g, ey~ 1p,.

Dimostrazione. Se P, e (), sono entrambe risoluzioni proiettive di un modulo
M, si pud prendere ¢ = 1, e si ottengono quindi due sollevamenti Py 2 Q, €

Qe Y, P, con o >~ 1¢, e P =~ 1p,, poiché I'identita e )¢ sono sollevamenti

di 1, da P, a se stesso. O

Inoltre I'omotopia da l'uguaglianza nelle coomologie, cio¢ 1y, (p,} =
H,{1p,} = H,{¢Y¢} = H,{v} H,{p} e viceversa. Si ha quindi che le
coomologie di P, e ), sono isomorfe tramite H, {p} e H, {¢}.

4.4 Funtori derivati

Osservazione 4.4.1. Si consideri un funtore covariante additivo 7' dalla ca-

tegoria degli A-moduli destri a quella dei gruppi abeliani, ad esempio il
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prodotto tensoriale @ ®,4 X. Preso un modulo M e una sua risoluzione
proiettiva P, — M —— 0, applicando T si ottiene un complesso con
85{]3'}8;313'} = T{@f‘}T{@fi’rl} = 0, ma l'esattezza non ¢ piu garantita

e in particolare H, {T' {P,}} non & necessariamente nullo per ogni n > 0.

Proposizione 4.4.2. Si ponga L {T {M}} = H,{T {P.}} e si consideri
la sequente situazione:
Po — M ——0

w

Pl —— N ——0,

con P,, Pl risoluzioni proiettive di M, M' e ¢ un sollevamento di . Po-

sto Lf‘P‘T{é} = H,{T {p}}, LET ¢ ben definito e si comporta come un

funtore.

Dimostrazione. La definizione di Li*™T {¢} € ben posta perché ¢ ¢ unico a
meno di omotopie al variare del sollevamento e per il lemma 4.2.5 questo e
sufficiente perché H,, {¢} sia unico. Si ha:

HAT{p} =L > 1{3)

H, {T{P.}} = L,*T{M} L*T{M'} = H,{T {P.}}.

Inoltre sono soddisfatte le seguenti.

~ =/

e Per ogni M “ M’ R M" si ha
LI T{ge} = LT {3} LEPT {3}, Infatti Presi ¢ e ¢' solle-
vamenti, si ha L™ T {3} LT {¢} = H, {T{¢'}} Ho AT {¢}} =
HAT{¢}T{e}} = HAT {¢'0}} = L T {53},

o Preso M, L[*"*T {1y} = 1 ey, Infatti un sollevamento di 1y @

omotopicamente equivalente a 1p, ¢ H, {T' {1p,}} = 1u, (r(r.}}- O

Lemma 4.4.3. Prese P, e Q, risoluzioni proiettive di M, LE*T {M} e

LOT {M} sono legate da un isomorfismo canonico.

Dimostrazione. Esistono i sollevamenti apg e agp (unici a meno di omoto-

pie) dellidentita. Per le osservazioni precedenti si ha agpapg =~ 1p, e cio
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implica T {agp} T {apg} = T{agpapq} ~ T{lp,} = lpqp, perché T ¢
additivo.

Da questa omotopia si ricava che 1y, (ripyy = H, {1T{p.}} =
H, {T{agp} T{apg}} = H,{T{agr}} H,{T{apg}}. Chiaramente va-
le anche il viceversa, cosi H,{T{agp}} ¢ H,{T{apg}} realizzano un
isomorfismo tra H, {T {P.}} e H, {T {Q.}}. O

Lemma 4.4.4. Prese P, e Q, risoluzioni proiettive di M, P. e Q. di

M e M % M, dlora LE'P',T{M} e LS'Q/'T{M} sono compatibili con

lisomorfismo del lemma precedente.

Dimostrazione. Si deve verificare che il diagramma

PePY s ~
Ler (= oy
LS‘Q'T{lM}J/ iLf‘Q"T{lM/}
LT {M}——= LT {M'}

/
Li*“*1{p}

sia commutativo. Si ha LP*@T {1y} = H,{T{apg}}, Lf’lQ/'T{lM,} =

H, {T {apq}} e se siconsidera il sollevamento ¢ di ¢ come nel diagramma

Q.
cor \
P, M—0
; l@
P, ——M'—0
aprgy /

!/
e)

chiaramente anche aprgpagp € un sollevamento di ¢ e nel diagramma prece-
dente si ha Li* T {3} = H, {T {¢}} e LET {3} = H, {T {apgagr}}.
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Quindi si deve dimostrare che

Ho{T{apq}} Hi{T{p}} = Ho AT {apqeagr}} Ha{T {aqr}},

che per 'additivita e le proprieta rispetto all’omotopia di H,, e di T si riduce
a

O{PIQISO ~ OzP/Q/QOO[QPO[pQ7
che e vera in quanto agpapg ~ 1y, (p,}- O

Osservazione 4.4.5. Grazie agli ultimi due lemmi, si puo omettere la

risoluzione proiettiva e parlare di L, T, n-esimo funtore derivato sinistro.
Lemma 4.4.6. Siano P', P" moduli proiettivi, allora nella situazione

T

OHPIL'P, EB P// P// 0

0—M ———M——>M'—>0
0 0

. \ . € . . ..
st puo costruire un morfismo P'® P" — M suriettivo che renda commutativi

1 quadrati del diagramma.

Dimostrazione. Per la proiettivita, esiste [ che rende commutativo il
diagramma

P//

2

M ——> M";
(0%

si definisce e {(y,y")} = o/¢'{y'} + B{y"}. E un morfismo dato che & =
v {’’, B}. Per il primo quadrato, si ha ci{y'} = ¢{(v/,0)} = &' {y'},
mentre per il secondo o”’e {(y/,y")} = " {' {y/} + B{y"}} = " B{y"} =
ey =" {{,y")}-
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Rimane da dimostrare la suriettivita: sia x € M, allora o” {x} € M” ed
esiste ¥’ € P” tale che o' {a} = " {y"} = "B {y"}. Quindi =z — G{y"} €
kero = Imda/, ed esiste 2/ € M’ con o {2’} = v — {y"}. Ancora, esiste

y' € P'talechee’ {y'} = 2';siottienee {(¢/,y")} = ' {y'}+0{y"} = 2. O

Teorema 4.4.7. Dato un funtore additivo T e una successione esatta
0— M %M M —0

per ognin > 0 esiste un morfismo (di connessione) L, T {M"} <% L, T {M'}

tale che sia esatta la successione

LoT{o’
—_

L LT {M)

LoT{a"}
—_

= LT{M"}y 25 LyT {M'} LT {M"} — 0.
Dimostrazione. Si consideri P e Py moduli proiettivi per cui valga il seguente
diagramma:

|
¢6i %o | ‘Ploll
v

0 M’ — M — M 0
« | «
L
v

0 0 0 ’

dove g esiste ed e suriettiva per il lemma precedente. Si e nelle ipotesi del

lemma 4.1.7, quindi ¢ esatta la successione
0 — ker ¢, — ker ¢y — ker ¢ — coker ¢f, = 0,

cioe la successione dei kernel ¢ esatta. Si possono scegliere anche P e P/’ in
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modo che valga il diagramma:

Pl @ P/ P/ 0

B
|
wﬁl #1 s@’{l
v
0 — ker ¢y — ker g — ker pj — 0

T

|
¥
0 0

Applicando ancora il lemma 4.1.7 si ha la successione esatta
0 — ker ¢} — ker p; — ker ¢ — coker ¢} = 0.

Proseguendo per induzione, si ricavano le risoluzioni proiettive P., P, :=

o)

P, ® P/, P! rispettivamente di M', M, M" come nel diagramma:

0 P, P, P! 0

L

0 M’ M M 0.

Applicando T la successione superiore rimane esatta per I'additivita, quindi
si ha
0 — T{P} — T{R} — T{P/} —0

e si puo concludere con il teorema 4.1.8.
Si nota che la definizione di w,, come nel teorema, ¢ indipendente dalla

scelta delle risoluzioni proiettive. O

Definizione 4.4.8. Un funtore T covariante additivo e esatto a destra se per

. . o o’ N .
ogni successione esatta M’ — M — M" — 0, & esatta anche la successione

vy 2 oy T r oy o,

Proposizione 4.4.9. Sia T' un funtore covariante additivo esatto a destra,

allora LoT e T sono isomorfi.

Dimostrazione. Sia M un modulo, allora dalla successione esatta P, —

o1



Py & M — 0 si ricava la successione esatta T {P,} — T {P, EAGIA

T{M} — 0. Si ottiene quindi un isomorfismo tra LyT {M} = keTr{f?i}

T {M?}, che fornisce l'isomorfismo funtoriale richiesto. H

Proposizione 4.4.10. Sia P un modulo proiettivo, allora L, T {P} =0 per
ogni n > 0, mentre LyT {P} =T {P}.

Dimostrazione. Chiaramente, una risoluzione proiettiva di P e data da Py =
P e P, =0 per ogni n # 0. Di conseguenza, L, T {P} = H,{T {P.}} che ¢
Osen#0,T{P}sen=0. O

Proposizione 4.4.11. Si consideri T esatto a destra e una successione
esatta

0— K, 5P y—...— P — M—0,

con K, = ker (95‘1; allora LT {M} = kerT {u}.

Dimostrazione. Se si costruisce la risoluzione proiettiva di M come nella
proposizione 4.3.5,; si ha il seguente diagramma commutativo:

P
P,
q q—1

wl 2

K,

q

con f iniettivo e ¢, suriettivo. Si ha in particolare la successione esatta

.— P — B “a, K, — 0. Da questa si puo dedurre, applicando 7',
il seguente diagramma commutativo con le righe esatte, dato che T' & esatto
a destra:

T 85' Ti{r
T (P} 2 (py T (K —— 0

l T{aé"}i T{u}l
0 0 T{Py1} —=T{P;}

r{r, 1}
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Si puo applicare il lemma 4.1.7, da cui si ricava la successione esatta

T{Py1} — ker T {9} — ker T {u} — coker 0 = 0.

Peo
Si ricava quindi che ker T {u} = % — H{T{P}} = L,T{M}. In

particolare, risulta esatta la successione

0 — L,T{M} — T{K,} YL 7{P,_}. O

4.5 Funtori derivati destri

Si possono ripercorrere le tappe percorse per arrivare alla definizione dei
funtori derivati sinistri dal lato opposto. Si lavora con cocomplessi C*®, cioe

successioni del tipo

1
e s

N Cn Cn+1 Cn+2 —_— ...

tali che 925 '0%. = 0, e in particolare con cocomplessi positivi aciclici iniettivi,
formati cioe da moduli iniettivi. Da un cocomplesso E* di questo tipo si puo

ricavare la successione esatta
0 — H'{E*} =ker 0% — Ey — E; — ...;

se M = ker 92, si dice che E* & una risoluzione iniettiva di M.

Si puo dimostrare che ogni modulo € immergibile in un modulo inietti-
vo e con questo risultato che ogni modulo ammette una risoluzione iniettiva.
Inoltre vale il teorema del sollevamento, cioe data M 2, M’ esiste un morfi-
smo di cocomplessi o tale che H® {p} = @, e ¢ & unico a meno di omotopie.
Infine, prese due risoluzioni iniettive di un modulo, queste sono nella stessa
classe di omotopia.

Preso un funtore covariante additivo T', applicandolo ad una risoluzione
iniettiva positiva aciclica E*® di M si ottengono delle coomologie non nulle
e si puo definire Ry, {T'} = H"{T {E*}}. Preso invece un morfismo ¢, si

33



pone Ry, .17 {¢} = H" {p}, dove ¢ & un sollevamento di ¢. Si dimostra
che cambiando risoluzione iniettiva, si ha un isomorfismo canonico tra le
coomologie e la definizione di R"T {¢} ¢ compatibile con questo isomorfismo.
Si puo quindi non esplicitare la risoluzione scelta e definire un funtore R"T.
Se T ¢ esatto a sinistra si ha R°T = T Inoltre R'T {E} = E e R"T {E} =0
per ogni n # 0 e E iniettivo.

Da una successione esatta 0 — M’ <5 M 25 M" — 0 si pOSsono

costruire i morfismi di connessione w™ e la successione esatta lunga

RoT{a/
—_

Y RoT (M)

RoT{a”
—_

0 — RoT {M'} L R {M™Y S RT MY — ...

Un particolare funtore derivato ¢ Ext’y {X, e} := R"T dove T ¢ il funtore
Homy { X, e}; poiché T & esatto, si ha Ext% {X, e} = T {e}.
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