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1. Introduzione e prerequisiti

1 Introduzione e prerequisiti
3.10.2006

Definizione 1.1. Un campo K è un campo di numeri se è un’estensione finita
di Q (in particolare, K = Q(α)).

Le estensioni su cui si costruiranno gli esempi saranno le estensioni qua-
dratiche Q(

√
m) e le estensioni ciclotomiche Q(ζm), con ζm radice m-esima

dell’unità. Per le quadratiche Q(
√
a/b) = Q(

√
ab) e, se m e n sono libe-

ri da quadrati, Q(
√
m) = Q(

√
n) se e solo se m = n. Per le ciclotomiche

[Q(ζm) : Q] = ϕ(m) e, se m è dispari, Q(ζm) = Q(ζ2m); tra gli m pari, si di-
mostra che Q(ζm) sono tutte estensioni distinte. Inoltre Q(ζm)/Q è un’estensione
normale con Gal(Q(ζm)/Q) = Z?m.

Definizione 1.2. Un numero α ∈ C si dice intero algebrico se esiste f ∈ Z[X]
tale che f(α) = 0.

Proposizione 1.3. Siano α ∈ C di polinomio minimo µα, allora α è un intero
algebrico se e solo se µα ∈ Z[X].

Dimostrazione. ⇒ Se α è intero algebrico, l’insieme dei polinomi di Z[X] che
si annullano su α non è vuoto e quindi esiste f tra questi di grado minimo;
per assurdo, se f fosse riducibile su Q, lo sarebbe anche su Z per il lemma
di Gauss, quindi f = gh in Z[X]. Allora g(α) = 0 o h(α) = 0 e si ha
l’assurdo.

⇐ Il polinomio minimo è monico.

Definizione 1.4. L’insieme degli interi algebrici si denota con A :=
{α ∈ C | α intero algebrico }.

Se K è un campo di numeri, gli interi di K si denotano con OK := K ∩ A;
in particolare, OQ = Z. Per K = Q(

√
m), un elemento generico è a + b

√
m, di

polinomio minimo µ = X2−2aX+a2−b2m; per appartenere a Z[X] deve essere
a = r/s con s | 2. Se s = 1, si deve anche avere b2m ∈ Z, cioè b ∈ Z (perché
m è libero da quadrati); altrimenti. Se s = 2, posto b = t/q, deve risultare
r2/4− (t/q)2

m ∈ Z, da cui si ricava che se m ≡ 1 (4), allora q ∈ {1, 2}, altrimenti
se m ≡ 2, 3 (4), q = 1. In definitiva, se m ≡ 2, 3 (4), OK = Z[

√
m], altrimenti

se m ≡ 1 (4), OK = Z[1/2(a + b
√
m)]. In particolare, se K = Q(α), non è

vero che OK è sempre Z[α]; però, è vero che esiste d ∈ Z tale che dα ∈ A e
Qα = Q(dα): si può supporre che l’elemento primitivo α sia un intero algebrico.
In particolare si ha che se µα = Xn+a1/s1Xn−1 . . .+an/sn, allora si può prendere
d = [s1, . . . , sn].

Si mostra che l’inclusione Z[α] ⊆ Q(α) ∩ A è sempre verificata; il viceversa
non è vero, anzi, è possibile che Q(α)∩A non sia nemmeno generato da un solo
elemento. 4.10.2006

Alcuni prerequisiti.

� Teorema cinese del resto: se I, J ≤ A sono tali che I + J = (1), allora
A/IJ = A/I × A/J.

� Teorema fondamentale della teoria di Galois: se L/K è un’estensione di
Galois finita, allora la mappa

{F | L ⊇ F ⊇ K } → {H | H ≤ Gal(L/K) }
F 7→ Gal(L/F)
LH ←[ H
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è una corrispondenza biunivoca.

� Se [L : K] = n e L/K è un’estensione separabile, allora esistono
σ1, . . . , σn : L→ K̄ tali che σi|K = τ fissata.

� Se F/K è di Galois, [FL : L] | [F : K] e Gal (FL/L) ∼= Gal (F/F ∩ L).

� Il campo Fpn è
{
α ∈ Fp | αp

n − α = 0
}

e Gal (Fpn/Fp) = 〈ϕ〉, con ϕ(x) =
xp. Ancora, Gal (Fpn/Fpm) = 〈ϕm〉.

� Sono equivalenti:

– x ∈ B è intero su A;

– A[x] è un A-modulo finitamente generato;

– esiste un A-modulo finitamente generato contenente A[x] che sia un
sottoanello di B;

– esiste un A[x]-modulo fedele, finitamente generato come A-modulo.

� Se A ⊆ B sono anelli, B è un A-modulo finitamente generato se e solo se
B ∼= A[x1, . . . , xn] con xi ∈ B interi su A.

� La chiusura integrale di A è un sottoanello di B; se A ⊆ B ⊆ C sono
estensioni intere, anche A ⊆ C è intera; la chiusura integrale di A in B è
integralmente chiusa in B.

� Se A è un UFD, è integralmente chiuso.

� OK = A ∩ K è la chiusura integrale di Z in K e quindi è integralmente
chiuso.

� Non è vero che A integralmente chiuso implica A UFD: ad esempio,
Z[
√
−5] è integralmente chiuso perché è OQ(

√
−5), ma non è un UFD.

� Se A è un dominio integralmente chiuso e K := Q(A), α ∈ K̄ è intero su
A se e solo se µα ∈ A[X].

Definizione 1.5. Sia K ⊆ F con [F : K] = n, allora chiamando σ1, . . . , σn le
estensioni, si definiscono traccia e norma dell’estensione come TrF/K ,NF/K : F →
K, TrF/K(x) =

∑n
i=1 σi(x) e NF/K(x) =

∏n
i=1 σi(x).

Proposizione 1.6. Traccia e norma sono ben definite (l’immagine è in K) e,
se α ∈ OF , TrF/K(α),NF/K(α) ∈ OK .

Dimostrazione. Siano L := K(α), τ1, . . . , τd le estensioni di L/K con d | n,
t(α) := τ1(α) + · · · + τd(α), n(α) := τ1(α) · · · τd(α); t(α), n(α) ∈ K perché
coefficienti di µα e se α ∈ OF , t(α), n(α) ∈ OK perché la chiusura integrale è
un anello e τi(α) ∈ OF perché radice dello stesso µα; infine, ogni τi si estende
in n/d modi a F , in modo da ottenere le σi, da cui

TrF/K(α) =
n

d

d∑
i=1

τi(α) ∈ OK

NF/K(α) =

(
d∏
i=1

τi(α)

)n
d

∈ OK .
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10.10.2006
Proposizione 1.7. La traccia è un’applicazione K-lineare, mentre la norma è
K-moltiplicativa (N(αβ) = N(α) N(β) e N(λ) = λ[F :K]).

Proposizione 1.8. Se M/F e F/K sono estensioni allora TrM/K = TrF/K ◦TrM/F
e NM/K = NF/K ◦NM/F .

Proposizione 1.9. Sia α ∈ OK , allora α ∈ O?
K ⇔ NK/Q(α) = ±1.

Dimostrazione. ⇒ Per ipotesi, esiste β ∈ O?
K tale che αβ = 1, allora

N(α) N(β) = 1, quindi N(α) = ±1, dato che N(α) ∈ Z.

⇐ Si ha che N(α) = α
∏
σ 6=Id σ(α) = ±1, quindi α−1 = ±

∏
σ 6=Id σ(α) ∈

OK .

Esempio 1.10. Si vogliono calcolare le unità dei campi quadratici immaginari.
Sia quindi m > 0 un intero libero da quadrati e si ponga K := Q(

√
−m); allora

se m ≡ 1, 2 (4), OK = Z[i
√
m], altrimenti se m ≡ 3 (4), OK = Z[1/2(1 + i

√
m)].

Nel primo caso, sia x = a+ib
√
m; N(x) = a2 +mb2, che è ±1 se e solo se x = ±1

(nel caso che m > 1) oppure x = ±1,±i (nel caso che m = 1). Nel secondo caso,
sia x = 1/2(a+ ib

√
m); allora N(x) = 1/4(a2 +mb2), che è ±1 se e solo se x = ±1

(nel caso che m > 3), oppure x = ±1, 1/2(±1± i
√

3).

Osservazione 1.11. In un campo quadratico immaginario K, le unità di OK
sono le radici di 1 contenute in K.

Teorema 1.12 (Dirichlet). Sia K un campo di numeri. Allora O?
K è un gruppo

abeliano finitamente generato e O?
K
∼= R × Zr+s−1, dove R è l’insieme delle

radici di 1 contenute in K, r è il numero di σi reali e s è il numero di coppie
complesse coniugate di σi.

Esempio 1.13. Sia K := Q(
√

2). Si ha che OK = Z[
√

2]; se x = a+ b
√

2, allora
N(x) = ±1 se e solo se a2 − 2b2 = ±1. Alcune soluzioni sono x ∈

{
±1, 1 +

√
2
}

,

ma anche ±(1 +
√

2)
k

sono soluzioni: N(±(1 +
√

2)
k
) = N(±1)N(1 +

√
2)
k

=
(−1)k(−1)k = 1. Si mostra che queste sono le uniche soluzioni: per assurdo, sia
1 < ε < 1+

√
2 una unità; si può supporre ε+x+

√
2y, con x, y ∈ N\{0}: x 6= 0

perché −2y2 6= ±1 per ogni y, e y 6= 0 perché ε > 1. Allora x2− 2y2 = ±1 = εε̄;
da questo deriverebbe |ε̄| < 1, cioè −1 < x−

√
2y < 1. Sommando, 0 < ε+ ε̄ =

2x < 2+
√

2, da cui x = 1. D’altra parte, si ottiene anche 1 < 1+y
√

2 < 1+
√

2,
assurdo. Se ora ω fosse un’unità tale che (1 +

√
2)
k
< ω < (1 +

√
2)
k+1

, allora
ε = ω(1 +

√
2)
−k

soddisferebbe 1 < ε < 1 +
√

2, assurdo.
11.10.2006

Definizione 1.14. Dati un gruppo abeliano G e un campo K, un carattere è
un morfismo χ : G→ Kn.

Teorema 1.15 (indipendenza dei caratteri di Artin). Dati G e K, i caratteri
distinti di G in K sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Per assurdo, sia n il minimo numero di caratteri linearmen-
te dipendenti, allora n ≥ 2, in quanto un carattere non è mai dipenden-
te e

∑n
i=1 aiχi = 0 con ai 6= 0 per ogni i. Per ipotesi, esiste h ta-

le che χ1(h) 6= χ2(h), allora per ogni g ∈ G, applicando la combinazio-
ne lineare a gh si ha

∑n
i=1 aiχi(g)χi(h) = 0, mentre moltiplicando per
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χ1(h) si ha
∑n
i=1 aiχi(g)χ1(h) = 0. Sottraendo le due espressioni si ot-

tiene 0 =
∑n
i=1 aiχi(g) (χi(h)− χ1(h)) =

∑n
i=2 aiχi(g) (χi(h)− χ1(h)), cioè∑n

i=2 ai (χi(h)− χ1(h))χi = 0 con il coefficiente di χ2 diverso da zero, ma que-
sto è impossibile perché si era supposto che n fosse il minimo numero di caratteri
dipendenti.

Osservazione 1.16. Dal teorema segue che se L/K è separabile, TrL/K : L → K
è non nulla (e quindi suriettiva in quanto applicazione lineare verso uno spazio
di dimensione unitaria) perché TrL/K =

∑n
i=1 σi e σi si può vedere come un

carattere da L? a K.

Definizione 1.17. Sia ϕ : L2 → K, ϕ (x, y) = TrL/K (xy); ϕ è un’applicazione
bilineare non degenere, quindi T tale che T (x) = TrL/K (x•) è un isomorfismo
di L con il suo duale. Siano (α1, . . . , αn) una base di L/K e (f1, . . . , fn) la cor-
rispondente base duale, βi = T−1 (fi); (β1, . . . , βn) è detta la base duale di
(α1, . . . , αn) rispetto alla traccia. In particolare si ha TrL/K (βiαj) = δi,j .

Se F è un A-modulo libero finitamente generato, allora F ∼=
⊕

i∈I A e il
rango di F è |I| = rkA F = dimA/m

F/mF per qualsiasi ideale massimale m. In
generale non è vero che un sottomodulo di un A-modulo libero sia libero, ad
esempio se I è un ideale non principale di A, I è sottomodulo del modulo libero
A ma non è libero.

Teorema 1.18. Siano A un anello a ideali principali e F un A-modulo libero,
allora ogni sottomodulo M di F è libero e rkAM ≤ rkAM .

Dimostrazione. Si dimostrerà solo il caso in cui F è finitamente generato. Per
induzione su n = rkA F : se n = 0 non c’è niente da dimostrare; si suppone ora
che ogni sottomodulo di un A-modulo libero di rango minore di n sia libero e
F = 〈x1, . . . , xn〉; sia F ′ = 〈x2, . . . , xn〉, allora se M ⊆ F ′ si ha finito; se M * F ′,
sia π : F → A con π (

∑n
i=1 aixi) = a1, allora π(M) 6= ∅ e per ipotesi π(M) = (ā)

con ā = π(m) per qualche m ∈M . Allora m = āx1 +m′ con m′ ∈ F ′. Si vuole
dimostrare che M = Am⊕M ′ con M ′ = M ∩F ′: se z ∈M , π(z) = αzā, quindi
z = αzm+ (z−αzm) e z−αzm ∈M ′ perché π(z−αzm) = 0. Questo significa
che M = Am⊕M ′, inoltre rkAM = 1 + rkAM ′ ≤ 1 + rkA F ′ = n.

Teorema 1.19. Siano A un PID, F un A-modulo libero, M ⊆ F finitamen-
te generato di rango n, allora esiste una base di F contenente degli elementi
b1, . . . , bn ed esistono degli elementi a1, . . . , an ∈ A tali che (a1b1, . . . , anbn) è
una base di M e inoltre ai | ai+1 e gli ai sono univocamente determinati a meno
di moltiplicazioni per unità.

Teorema 1.20. Il gruppo OK è abeliano libero di grado n = [K : Q].

Dimostrazione. Si vogliono trovare due Z-moduli A e B, di rango n tali che A ⊆
OK ⊆ B. Sia (α1, . . . , αn) una Q-base di K; senza perdità di generalità si può
supporre che ogni αi sia intero, cioè αi ∈ OK . Allora A = 〈α1, . . . , αn〉Z ⊆ OK e
A è libero di rango n. Sia ora (β1, . . . , βn) la base duale corrispondente; sia B =
〈β1, . . . , βn〉Z, allora per ogni x ∈ Ok ⊆ K, x =

∑n
i=1 xiβi con xi ∈ Q; si deve

dimostrare che ogni xi è intero. Per ogni j, xαj è intero, ma xαj =
∑n
i=1 xiβiαj ,

quindi Z 3 TrK/Q (xαj) =
∑n
i=1 xi TrK/Q (βiαj) = xj .

Definizione 1.21. Una base intera è una Z-base di OK .
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Osservazione 1.22. Una base intera è in particolare una base di interi, ma non
è vero il viceversa: se m ≡ 1 (4), OK = Z[1/2(1 +

√
m)] e (1,

√
m) è una base di

interi ma non una base intera, in quanto 1/2 /∈ 〈1,
√
m〉Z.

Definizione 1.23. Siano F/K un’estensione separabile di grado n, σ1, . . . , σn le
immersioni di F in K, α1, . . . , αn ∈ F , allora il discriminante dell’estensione è
discF/K (α1, . . . , αn) := det2

(
(σi (αj))i,j

)
. Il discriminante è ben definito poiché

se varia l’ordine delle σi, varia solo il segno del determinante.

Proposizione 1.24. Dati α1, . . . , αn ∈ F , discF/K (αi, . . . , αn) =

det
((

TrF/K (αiαj)
)
i,j

)
∈ K, inoltre se α1, . . . , αn ∈ OF , il discriminante è

in OK .

Dimostrazione. Si ha:

discF/K (α1, . . . , αj) = det 2
(

(σi (αj))i,j
)

=

= det
(

(σi (αj))i,j
)

det
(

(σj (αi))i,j
)

=

= det
(

(σi (αj))i,j (σj (αi))i,j
)

=

= det
((

TrF/K (αiαj)
)
i,j

)
.

Proposizione 1.25. Gli elementi α1, . . . , αn sono K-linearmente dipendenti se
e solo se discF/K(α1, . . . , αn) = 0.

Dimostrazione. ⇒ Se α1, . . . , αn sono linearmente dipendenti, le colonne di
(σi (αj))i,j sono linearmente dipendenti e il discriminante è nullo.

⇐ Se α1, . . . , αn fossero linearmente indipendenti, sarebbero una base e per
il teorema di indipendenza dei caratteri la matrice (σi (αj))i,j avrebbe
determinante non nullo.

17.10.2006

Teorema 1.26. Sia K := Q(α), allora

disc(1, α, . . . , αn−1) =
∏

1≤r<s≤n

(σr(α)− σs(α))2 = (−1)
n/2(n−1) NK/Q(µ′α(α)).

Dimostrazione. Per definizione,

disc(1, α, . . . , αn−1) = det

1 σ1(α) · · · σ1(α)n−1

...
...

. . .
...

1 σn(α) · · · σn(α)n−1


2

=

=

∏
i≤j

(σi(α)− σj(α))

2

=

=
∏
i 6=j

(σi(α)− σj(α)) · (−1)
n(n−1)

2 .

7
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Da µα =
∏n
i=1(X − σi(x)), si ottiene µ′α =

∑n
i=1

∏
j 6=i(x − σi(α)). Di

conseguenza

NK/Q(µ′α(α)) =
n∏
i=1

σi(µ′α(α)) =
n∏
i=1

µ′α(σi(α)) =

=
n∏
i=1

∏
j 6=i

(σi(α)− σj(α)) =
∏
i6=j

(σi(α)− σj(α)) .

Esempio 1.27. Siano ζ := ζm = e
2πi/m, K := Q(ζ), disc(ζ) :=

disc(1, ζ, . . . , ζϕ(m)−1) = (−1)
ϕ(m)/2(ϕ(m)−1) NK/Q(µ′ζ(ζ)). Si sa che µζg = Xm−1

e µζ =
∏

(k,m)=1(X− ζk); perciò mXm−1 = µ′ζg+µζg
′ e mζm−1 = µ′ζ(ζ)g(ζ) +

�����
µζ(ζ)g′(ζ) e poiché il termine noto del polinomio minimo è 1, si ha

NK/Q(µ′ζ(ζ)) =
N(m)N(ζ)m−1

N(g(ζ))
=
mϕ(m) · 1m−1

N(g(ζ))
;

questo significa che disc(ζ) | mϕ(m), dato che N(g(ζ)) è intero. Se si prende m
primo, Xm − 1 = µζ(X − 1), cioè g = X − 1 e

disc(ζ) = (−1)
(p−1)(p−2)

2
pp−1

N(ζ − 1)
= (−1)

(p−1)(p−2)
2 pp−2

perché N(ζ − 1) = p (è il termine noto del polinomio minimo di ζ − 1). Si può
anche dimostrare che disc ζpn = (−1)k pp

n−1(pn−n−1) con k = 1/2ϕ(pn)(ϕ(pn)−
1).

Osservazione 1.28. Siano (α1, . . . , αn) e (β1, . . . , βn) due Q-basi di K con βj =∑n
i=1mj,iαi e mj,i ∈ Q e sia M la matrice del cambiamento di base. Si ha che

Mσλ(α) = σλ(β). Quindi discK/Q(β1, . . . , βn) = (detM)2 discK/Q(α1, . . . , αn).

Proposizione 1.29. Siano (α1, . . . , αn) e (β1, . . . , βn) basi intere di K, allora
disc(α1, . . . , αn) = disc(β1, . . . , βn).

Dimostrazione. Per l’osservazione e perché M è una matrice a coefficienti interi
e invertibile in Z, quindi detM ∈ {±1}.

Definizione 1.30. Se (α1, . . . , αn) è una base intera di K, il discriminante di
K è discK = disc OK := discK/Q(α1, . . . , αn).

Esempio 1.31. Si considerano le estensioni quadratiche K := Q(
√
m); se m ≡

2, 3 (4), OK = Z[
√
m] e (1,

√
m) è una base intera, quindi

discK = disc(1,
√
m) =

(
det
(

1
√
m

1 −
√
m

))2

=
(
−2
√
m
)2 = 4m.

Se invece m ≡ 1 (4), OK = Z[1/2(1 +
√
m)], quindi una base intera è (1, 1/2(1 +√

m)) e

discK = disc
(

1,
1 +
√
m

2

)
= det

(
1 1+

√
m

2

1 1−
√
m

2

)2

=
(
−
√
m
)2 = m.
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Definizione 1.32. Sia X ⊆ K uno Z-modulo libero di base (α1, . . . , αn), con
rkX = n := [K : Q]; il discriminante di X è discX := disc(α1, . . . , αn).

Si dimostra che il discriminante di X non dipende dalla base scelta, come
per il discriminante di K.

Proposizione 1.33. Siano X e Y due Z-moduli liberi, X ⊆ Y ⊆ K con rkX =
rkY = n := [K : Q], allora discX = [Y : X]2 discY e X = Y se e solo se
discX = discY .

Dimostrazione. Per il teorema di struttura, esistono una Z-base di Y (y1, . . . , yn)
e a1, . . . , an tali che (a1y1, . . . , anyn) è una base di X. Quindi discX =
disc(a1y1, . . . , anyn) = (detM)2 disc(y1, . . . , yn), dove M = diag(a1, . . . , an) e
detM = a1 · · · an = [Y : X]. Infatti

Y/X =
y1Z⊕ · · · ⊕ ynZ
ay1Z⊕ · · · aynZ

=
n⊕
i=1

Z/aiZ

Osservazione 1.34. Sia (α1, . . . , αn) una base di interi; per sapere se è una base
intera, si calcola il discriminante disc(α1, . . . , αn) = k2 discK; se k = ±1, la
base è intera. In particolare, se disc(α1, . . . , αn) è libero da quadrati, la base è
intera.

Se si indica con disc(α) := disc(1, α, . . . , αn−1), si chiama l’indice di α il
numero ind(α) := [OK : Z[α]] e si ha disc(α) = ind(α)2 discK.

18.10.2006

Teorema 1.35. Siano K e L dei campi di numeri tali che [KL : Q] =
[K : Q] [L : Q] (cioè [KL : L] = [K : Q]); sia d = (discL,discK). Allora
OKL ⊆ 1/dOKOL. In particolare, se i discriminanti sono coprimi, d = 1 e
OKL = OKOL.

Dimostrazione. Siano (α1, . . . , αn) e (β1, . . . , βm) basi intere di OK e OL, x ∈
OKL, allora x =

∑
i,j

mi,j/rαiβj , in quanto (αiβj)i,j è una Q-base di KL e si
prende r il denominatore comune dei coefficienti. Si deve dimostrare che r | d o
analogamente r | discK e r | discL.

Sia xi :=
∑m
j=1

mi,j/rβj ; xi ∈ L e x =
∑n
i=1 xiαi. Ora, r | discK se e solo se

xi discK ∈ OL: la prima implicazione è ovvia, per la seconda, se xi discK ∈ OL,
allora xi discK =

∑m
j=1 ajβj con aj = mi,j/r discK ∈ Z, cioè r | discK. È

necessario ora dimostrare che xi discK ∈ OL.
Siano σ1, . . . , σn le immersioni di K/Q; per ogni λ, esiste un’immersione σ̃λ

di KL/L tale che σ̃λ(k) = σλ(k) per ogni k ∈ K e σ̃λ(l) = l per ogni l ∈ L. Si
ha σ̃λ(x) =

∑
i xiσ̃λ(αi) =

∑
i xiσλ(αi). Questo si può vedere come un sistema

a n equazioni e n incognite in x1, . . . , xn, che risolto con Cramer dà xi = γi/δi,
dove δi = det (σλ(αi))i,λ =

√
discK e γi è il determinante di una matrice con

coefficienti interi algebrici, quindi è un intero algebrico e xi discK = δiγi ∈ A.
D’altra parte, xi ∈ L e discK è intero, quindi xi discK ∈ OL, cioè r | discL.
Allo stesso modo si dimostra che r | discK.

Lemma 1.36.

p =
pl∏
k=1

(k,p)=1

(1− ζk).

9



1. Introduzione e prerequisiti

Dimostrazione. Si ha che

µζ =
Xpl − 1
Xpl−1 − 1

=
pl∏
k=1

(k,p)=1

(X − ζk) =
(
Xpl

)p−1

+ · · ·+Xpl−1
+ · · ·+ 1,

dove la somma ha esattamente p termini, perciò µζ(1) = p.

Teorema 1.37. Sia K := Q(ζ) con ζ radice m-esima primitiva dell’unità, allora
OK = Z[ζ].

Dimostrazione. Si suppone innanzitutto che m = pl con p primo. Allora preso
α ∈ OK si deve dimostrare α ∈ Z[ζ], poiché l’altra inclusione vale in generale.
Per comodità si considera Z[1 − ζ] = Z[ζ]; sia d := disc ζ = disc(1 − ζ) (uguali
perché gli Z-moduli che generano sono uguali) e sia n := ϕ(pl).

Poiché d = disc(1 − ζ), posto ∆ := [OK : Z[1− ζ]], è anche vero che d =
∆2 disc OK = ∆2 discK. Chiaramente, ∆OK ⊆ Z[1 − ζ], inoltre ∆ | d, quindi
anche dOK ⊆ Z[1 − ζ]. Questo comporta l’esistenza di m1, . . . ,mn ∈ Z tali
che α = 1/d

(
m1 + · · ·+mn (1− ζ)n−1

)
; inoltre d = pt perché il discriminante

divide mϕ(m), e si vuole dimostrare che il denominatore si può semplificare.
Se ciò non fosse possibile, allora esisterebbe i tale che p - mi; sia allora β :=
1/p
(
mi (1− ζ)i−1 + · · ·+mn (1− ζ)n−1

)
con p - mi, cosa possibile a meno di

moltiplicare per una potenza di p. Ora, in Z[1− ζ] si ha che (1− ζ) | (1− ζk),
quindi per il lemma p (1− ζ)−i ∈ Z[1 − ζ]. In particolare, β ∈ OK , perciò
βp (1− ζ)−i = mi (1− ζ)−1 + · · · ∈ OK e di conseguenza anche mi (1− ζ)−1 ∈
OK . Allora N(mi (1− ζ)−1) = N(mi) N (1− ζ)−1 = mn

i p
−1 ∈ Z, assurdo.

Si considera ora il caso generale e si dimostra per induzione su m: il passo
base èm = 2 che è una potenza di un primo; se invecem è qualsiasi e la tesi è vera
per ogni m′ < m, si può inoltre supporre che m non sia una potenza di un primo,
caso già dimostrato, perciò si può scrivere m = m1m2 con (m1,m2) = 1 e 2 ≤
m1,m2 < m. In questo caso, posto Ki := Q(ζmi), si ha Q(ζm) = K1K2: infatti
mi | m, quindi ζmi è radice m-esima dell’unità, viceversa m1 e m2 sono coprimi,
quindi ζm1 = ζm2

m e ζm2 = ζm1
m ed esistono a1, a2 ∈ Z tali che a1m1 + a2m2 = 1.

Inoltre, discKi | mϕ(mi)
i , perciò (discK1,discK2) = 1 e per il teorema OK =

OK1OK2 = Z[ζm1 ]Z[ζm2 ]; infine si mostra che questo anello è Z[ζm] come fatto
prima per K = K1K2.

Teorema 1.38 (Kronecker - Weber). Ogni estensione abeliana di Q è contenuta
in un’estensione ciclotomica. In particolare, Q(

√
m) è contenuta in Q(ζd), dove

d := disc Q(
√
m).

Dimostrazione. Si dimostra solo il caso particolare. Si sa che disc ζp ∈
{
±pp−2

}
,

col segno positivo se p ≡ 1 (4), negativo altrimenti. Se il segno è positivo, da√
discK ∈ K risulta

√
p ∈ Q(ζp); se invece q ≡ 3 (4), per lo stesso motivo si

ha
√
−q ∈ Q(ζp). Inoltre

√
−1 ∈ Q(ζ4) e

√
2,
√
−2 ∈ Q(ζ8), mentre

√
q /∈ Q(ζq)

perché il suo gruppo di Galois è ciclico di ordine pari, quindi contiene un unico
sottogruppo di ordine 2.

Sia ora m libero da quadrati, K := Q(
√
m), allora discK = m se m ≡ 1 (4),

mentre discK = 4m se m ≡ 2, 3 (4). Si scrive m = ±p1 · · · prq1 · · · qs2ε, con pi ≡
1 (4), qi ≡ 3 (4) e ε ∈ {0, 1}. Si sa che

√
pi ∈ Q(ζpi) ⊆ Q(ζd) e

√
−qi ∈ Q(ζqi) ⊆

10



2. Domini di Dedekind

Q(ζd). Se m ≡ 1 (4), ε = 0 e s è pari, quindim = p1 · · · pr(−q1) · · · (−qs) e
√
m ∈

Q(ζd) e d = m. Se m ≡ 3 (4), d = 4m e
√
−1 ∈ Q(ζd), quindi

√
m ∈ Q(ζd). Se

m ≡ 2 (4),m = 2t e d = 4m = 8t, quindi
√
−1,
√

2,
√
−2 ∈ Q(ζd) e

√
m ∈ Q(ζd).

Si ottiene anche che d è il minimo intero per cui si ha l’inclusione.

Si vuole ora dimostrare che K := Q(ζm + ζm) = Q(ζm + ζ−1
m ) è uguale a

Q(ζm)∩R. Sicuramente si ha K ⊆ Q(ζm)∩R ⊆ Q(ζm) e [Q(ζm) : Q(ζm) ∩ R] ≥
2. Per mostrare l’uguaglianza è sufficiente dimostrare che [Q(ζm) : K] ≤ 2, ma
(X − ζm)(X − ζ−1

m ) = X2 − (ζm + ζ−1
m ) + 1, polinomio di grado 2 di K che ha

come radice ζm.
Ora si mostra che OK = Z[ζm + ζ−1

m ]. Infatti, [K : Q] = ϕ(m)/2, perciò
(1, (ζm + ζ−1

m ), . . . , (ζm + ζ−1
m )

ϕ(m)/2−1) è una Q-base di K. Preso α ∈ OK , α =
α0 +α1(ζm+ζ−1

m )+ · · ·+αN (ζm + ζ−1
m )N con N < ϕ(m)/2 e αi ∈ Q. Per assurdo,

se α /∈ Z[ζm+ζ−1
m ], a meno di sottrarre elementi di Z[ζm+ζ−1

m ], si può supporre
αN /∈ Z; moltiplicando per ζNm , si ottiene Z[ζm] 3 ζNmα = αN +ζm(. . .)+αNζ2N

m ,
rispetto alla base canonica di Z[ζm]. Poiché 2N ≤ ϕ(m)− 2 < ϕ(m)− 1, allora
ζNm si scrive come combinazione lineare della base 1, ζm, . . . , ζ

ϕ(m)−1
m e per l’u-

nicità della scrittura tutti i coefficienti devono essere interi e in particolare lo
deve essere αN , assurdo.

2 Domini di Dedekind
24.10.2006

Definizione 2.1. Un A-modulo M si dice noetheriano se vale una delle seguenti
condizioni equivalenti:

� ogni famiglia non vuota di sottomoduli di M ammette un elemento
massimale;

� ogni successione crescente di sottomoduli di M è stazionaria;

� ogni sottomodulo di M è finitamente generato.

Definizione 2.2. Un anello A si dice noetheriano se è noetheriano come A-
modulo (in quanto i sottomoduli di A come A-modulo sono esattamente gli
ideali).

Definizione 2.3. Un dominio di Dedekind è un dominio di integrità R se
valgono:

� R è noetheriano;

� ogni suo ideale primo non nullo è massimale;

� R è integralmente chiuso.

Esempio 2.4. Tutti gli anelli a ideali principali sono domini di Dedekind: ogni
ideale è finitamente generato, ogni ideale primo non nullo è massimale, e sono
integralmente chiusi perché UFD.

Si vorrà dimostrare che gli anelli di numeri sono domini di Dedekind. Para-
gonarli agli anelli a ideali principali serve perché gli anelli di numeri in generale
non sono a fattorizzazione unica, ma si vuole comunque avere qualche idea simile
a quelle che si trovano negli UFD.

11



2. Domini di Dedekind

In generale, se R è un dominio di Dedekind, K il suo campo quoziente, F/K
estensione finita e separabile, allora la chiusura integrale di R in F è ancora un
dominio di Dedekind. Si dimostrerà un teorema più debole (gli anelli di numeri
sono chiusure integrali di Z in estensioni finite e separabili di Q).

Lemma 2.5. Sia I ≤ OK un ideale, allora OK/I è finito. In particolare rk I = n.

Dimostrazione. Sia α ∈ I, α 6= 0, allora NK/Q(α) = αβ = m ∈ Z con β ∈ A;
viceversa β = m/α ∈ K, quindi β ∈ K ∩ A = OK . Quindi αβ = m ∈ I,
cioè se α ∈ I, NK/Q(α) ∈ I. Si ha (m) ⊆ I e si ha un’applicazione iniettiva
OK/I → OK/(m) ∼= (Z/mZ)n, cioè OK/I è finito.

Teorema 2.6. Ogni anello di numeri è un dominio di Dedekind.

Dimostrazione. Si dimostrano le tre richieste.

� Sia I ≤ OK un ideale; OK è abeliano libero di rango n quindi I è abeliano
libero di rango minore o uguale a n, quindi i suoi generatori come ideale
sono gli stessi che come Z-modulo cioè I è finitamente generato.

� Sia p ideale primo non nullo; OK/p è un dominio e si deve dimostrare che
è un campo: ma per il lemma è finito (ogni dominio d’integrità finito è un
campo).

� Per definizione, un anello di numeri è integralmente chiuso.

Esempio 2.7. Per K = Q
(√
−5
)
, OK = Z[

√
−5], quindi OK è un dominio di

Dedekind ma non è un UFD.

Lemma 2.8. Siano A ⊆ B anelli, q ideale primo di B, allora q∩A è primo in
A (equivalentemente, la contrazione di un ideale primo è primo). Al contrario,
se p è ideale primo di A, in generale l’estensione di p in B, (p) non è un ideale
primo.

Lemma 2.9. Sia p ≤ A ideale primo, p ⊇ I1 . . . In con Ij ideali di A, allora
esiste j0 tale che p ⊇ Ij0 .

Lemma 2.10. Sia A un dominio noetheriano, allora ogni ideale non nullo di
A contiene un prodotto di ideali primi.

Dimostrazione. Per assurdo, sia

F = { I ≤ A | I non contiene un prodotto di ideali primi non nulli }

diverso dal vuoto, allora per la noetherianità, esiste un J ∈ F massimale rispet-
to a ⊆; J è un ideale proprio perché A /∈ F . Sicuramente J non è primo, perché
gli ideali primi non appartengono a F .Se xy ∈ J , ma x, y /∈ J , J ( J + x ⊇
p1 . . . pr, J ( J + y ⊇ q1 . . . qs quindi J ⊇ (J + x) (J + y) ⊇ p1 . . . prq1 . . . qs,
assurdo.

Definizione 2.11. Sia A un dominio, K il suo campo dei quozienti; un ideale
frazionario di A è un A-sottomodulo I di K tale che esiste un elemento d ∈
A \ {0} tale che I ⊆ 1/dA.

12



2. Domini di Dedekind

Proposizione 2.12. Sia I ⊆ K un A-modulo finitamente generato, allora I è
un ideale frazionario. Se A è un dominio noetheriano, e I è un ideale frazionario,
allora I è finitamente generato.

Dimostrazione. Se I = 〈x1, . . . xs〉 xi = αi/di ∈ K, allora posto d = d1 · · · ds,
I ⊆ 1/dA. Se A è noetheriano e I ⊆ 1/dA, 1/dA un A-modulo noetheriano perché
isomorfo a A, quindi un suo sottomodulo è finitamente generato.

25.10.2006

Definizione 2.13. Sua A un dominio e I un ideale frazionario di A; si definisce
I−1 := {x ∈ K | xI ⊆ A }.

Osservazione 2.14. Se I è un ideale frazionario di A, anche I−1 è un ideale
frazionario di A e II−1 ⊆ A. Infatti il secondo fatto è evidente e se d ∈ I \
{0} , I−1d ⊆ A, quindi I−1 ⊆ 1/dA.

Definizione 2.15. Sia A un dominio, I un suo ideale frazionario; I si dice
invertibile se II−1 = A.

Proposizione 2.16. Siano I e J ideali frazionari di A tali che IJ = A; allora
I è invertibile, J = I−1 e I = J−1.

Dimostrazione. Chiaramente, J ⊆ I−1, e II−1 ⊆ A, allora JII−1 ⊆ JA = J ,
quindi I−1 ⊆ J , cioè J = I−1, quindi I è invertibile e si può ripetere le stesso
argomento per J .

Teorema 2.17. Gli ideali massimali di un dominio di Dedekind sono invertibili.

Dimostrazione. Sia R un dominio di Dedekind e m un suo ideale massimale; m−1

è un ideale frazionario e mm−1 ⊆ R; si deve dimostrare che vale l’uguaglianza.
Si sa inoltre che R ⊆ m−1 quindi m ⊆ mm−1 ⊆ R, ma m è massimale, perciò
vale esattamente una uguaglianza. Si suppone per assurdo mm−1 = m, per ogni
x ∈ m−1, xm ⊆ m, da cui x2m ⊆ xm ⊆ m, cioè xnm ⊆ m per ogni n e se
d ∈ m\{0}, vale xnd ∈ m per ogni n, cioè dR[x] ⊆ R, e R[x] ⊆ 1/dR. Allora R[x]
è finitamente generato come R-modulo, cioè x è intero. Allora poiché R è un
dominio di Dedekind, x ∈ R, cioè m−1 = R. Sia a ∈ m\{0}, allora aR ⊇ p1 . . . pr
con r il minimo che abbia questa proprietà. Allora m ⊇ aR ⊆ p1 . . . pr e si può
supporre che m ⊇ p1, e p1 è ideale primo non nullo in un dominio di Dedekind,
quindi è massimale e p1 = m, allora m ⊇ aR ⊇ mI con I = p2 . . . pr; per la
minimalità di r, aR + I, allora esiste α ∈ I tale che α /∈ aR, cioè α/a /∈ R. Ma
α/a ∈ K e αm ⊆ Im ⊆ aR implica α/am ⊆ R e α/a ∈ m−1, assurdo.

Teorema 2.18 (di fattorizzazione unica per gli ideali). Igni ideale frazionario
non nullo di R si scrive in modo unico come prodotto di ideali primi: I =
pe11 . . . perr con ei = epi(I) ∈ Z.

Dimostrazione. Si osserva che è sufficiente dimostrare il teorema per gli idea-
li interi, infatti se I è ideale frazionario, I ⊆ 1/dR con d ∈ R \ {0}, allora
I = (dR)−1(dI); sia dR che dI sono ideali interi e si suppone che si scrivano
come prodotto di primi, si verifica che (dR)−1 è prodotto degli stessi primi con
esponenti opposti, quindi si è ottenuta la fattorizzazione di un ideale frazionario
a partire da quella degli ideali interi.

Sia F = { I ≤ R | I non si fattorizza }; se per assurdo, F 6= ∅, per la noe-
therianità, esiste un elemento massimale J ∈ F ; chiaramente J non può essere
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massimale, allora J ( m con m ideale massimale. Si ha Jm−1 ⊆ mm−1 ⊆ R. Ma
m−1 ⊇ R, allora J ⊆ Jm−1 ⊆ R e per la massimalità di J , Jm−1 /∈ F . Si può
scrivere Jm−1 =

∏r
i=1 peii , allora J = m

∏r
i=1 peii , assurdo perché J ∈ F .

Per l’unicità della fattorizzazione, si suppone
∏r
i=1 peii =

∏s
i=1 qfii e senza

perdità di generalità si fissano ei ≥ 0 e fi ≥ 0, inoltre pi 6= pj , qi 6= qj per
i 6= j e pi 6= qj per ogni i e j. Se dopo queste semplificazioni rimane almeno
un ideale primo a sinistra, si ha p1 ⊇

∏s
i=1 qeii , allora p1 contiene almeno un qj

interamente, ma questo non è possibile.

Corollario 2.19. Se R è un dominio di Dedekind e I è un suo ideale frazionario
non nullo, allora I è invertibile, cioè l’insieme degli ideali frazionari di R rispetto
al prodotto è un gruppo abeliano con R come elemento neutro.

Dimostrazione. Sia I =
∏

peii ; J =
∏r
i=1 p−eii è ancora un ideale frazionario e

IJ =
∏r
i=1

(
pip
−1
i

)ei = R.

Osservazione 2.20. Con la notazione ep(I) per l’esponente di p nella
fattorizzazione di I, si ha:

� ep (IJ) = ep(I) + ep (J);

� I è un ideale intero se e solo se ep(I) ≥ 0 per ogni p primo (un verso
è ovvio, l’altro deriva dalla dimostrazione del teorema di fattorizzazione
unica);

� se I ⊆ J , ep(I) ≥ ep (J) (perché I ⊆ J implica IJ−1 ⊆ A).

Definizione 2.21. Il gruppo delle classi di ideali di R con R dominio di
Dedekind è, posto I (R) = { I | I ideali frazionario non nulli } e P (R) =
{ I | I ideale principale }, CK = I (R)/P (R), con

[I] = { J ∈ I (R) | (∃α ∈ K)α 6= 0, αI = J } .
31.10.2006

Definizione 2.22. Dati I, J ≤ R ideali, si scrive I | J se esiste L ≤ R tale che
J = IL.

Proposizione 2.23. Sono equivalenti I | J e I ⊇ J .

Dimostrazione. Se J = IL, J = IL ⊆ I; se J ⊆ I e I =
∏s
i=1 peii , J deve con-

tenere gli stessi fattori primi con esponenti maggiori o uguali ed eventualmente
altri fattori; definendo L come i fattori mancanti, si ha J = IL.

Definizione 2.24. Dati I, J ≤ R ideali, si definisce il massimo comune divisore
di I e J come gcd (I, J), il più piccolo ideale che contiene I e J , perciò si ha
evidentemente gcd (I, J) = I + J . Si definisce il minimo comune multiplo di I e
J come lcm (I, J), il più grande ideale che è contenuto in I e in J ; chiaramente
lcm (I, J) = I ∩ J .

Teorema 2.25. Sia R un dominio di Dedekind, allora R è UFD se e solo se è
PID.

Dimostrazione. Un PID è sempre un UFD; anche non si sapesse, si può dimo-
strare facilmente con la scomposizione degli ideali in ideali primi: se α ∈ R,
(α) =

∏s
i=1 peii e α = u

∏s
i=1 p

ei
i con pi = (pi).

14



2. Domini di Dedekind

Viceversa, per assurdo si hanno ideali non principali; da questo, si può di-
mostrare che esiste un ideale primo non principale (ad esempio, un ideale mas-
simale tra gli ideali non principali deve essere primo; in particolare nei domi-
ni di Dedekind, se tutti i primi fossero principali, lo sarebbero tutti perché
prodotto di ideali primi). Sia quindi p un ideale primo non principale e sia
F = { I ≤ R | pI è principale }; F 6= ∅, in quanto si sa esistere p−1 ⊆ 1/dR,
quindi dp−1 ⊆ R e p

(
dp−1

)
= (d) e dp−1 ∈ F . Sia m un ideale massimale in

F , per cui vale pm = (α) con α ∈ R. Si dirà che α è irriducibile ma non primo,
assurdo poiché R è un UFD per ipotesi.

Si dimostra che α è irriducibile: se α = βγ, (α) = (β) (γ) = pm, allora
(β) = pJ con J | m (cioè esiste un I tale che IJ = m, equivalentemente J ⊇ m).
Per la massimalità di m, J = m e (β) = pm = (α), quindi (γ) = R e γ è
invertibile. Però α non è primo perché (α) = pm, assurdo.

Teorema 2.26. Dati un ideale I ≤ R e α ∈ I non nullo, esiste β ∈ I tale che
I = (α, β).

Dimostrazione. Si suppone I =
∏s
i=1 peii ; poiché α ∈ I, I | (α) e α = I =∏s

i=1 paii
∏t
j=1 q

bj
j con ai ≥ ei. Si vuole trovare un β tale che I = (α, β) =

(α) + (β) = gcd ((α), (β)), quindi si deve scegliere β in modo che β ∈ peii
ma β /∈ pei+1

i per ogni i e β /∈ qj per ogni j. Sicuramente, per ogni i esiste
βi ∈ peii \p

e1+1
i : la differenza non è vuota perché per il teorema di fattorizzazione

unica, avendo fattorizzazioni diverse, sono diversi. Si deve quindi trovare β in
modo che β ≡ βi (pei+1

i ) e β ≡ 1 (qj) per ogni i e j; questo β si può trovare
per il teorema cinese del resto, in quanto gli ideali sono coprimi.

Teorema 2.27. Siano F ⊇ K anelli di numeri, p ≤ OK e q ≤ OF ideali primi;
sono equivalenti q | pOF ; q ⊇ pOF ; q ⊇ p; q ∩ OK = p; q ∩K = p.

Dimostrazione. Ovvio da alcune considerazioni: p è massimale; OK ) q∩OK ⊇
p ∩ OK = p; q ∩K = q ∩ OF ∩K = q ∩ OK .

Definizione 2.28. Se q e p soddisfano una delle condizioni del teorema (quindi
tutte), si dice che q sta sopra p.

Proposizione 2.29. Ogni ideale primo q di OF sta sopra ad un unico primo
di OK , q∩OK ; ogni ideale primo p di OK sta sotto ad almeno un primo di OF
e precisamente ai primi che compaiono nella fattorizzazione dell’estensione di
p a OF , pOF .

7.11.2006

Dimostrazione. La prima proposizione è evidente. Per la seconda, è sufficiente
dimostrare che pOF ( OF . Da p−1 (pOF ) ⊆ OF si deduce che

(
p−1OF

)
(pOF ) ⊆

OF e p−1OF ⊆ (pOF )−1. Preso α ∈ p−1 \OK , α /∈ OF e α (pOF ) ⊆ OF e quindi
(pOF )−1 6= OF perché α ci appartiene.

Definizione 2.30. Scrivendo pOL =
∏s
i=1 qeii con qi ⊆ OL primi, si definisce

ei come l’indice di ramificazione si qi in p.

Si ha per ogni qi che divide p l’inclusione OK/p ⊆ OL/qi TODO

Definizione 2.31. Il grado d’inerzia la funzione f (qi | p) := [OL/qi : OK/p]. Que-
sto grado è finito perché OK e OL sono campi di numeri, quindi i campi residui
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sono campi finiti1. Un primo p si dice ramificato in L se nella fattorizzazione di
pOL c’è un indice di ramificazione maggiore di 1.

Teorema 2.32. Sia [L : K] = n, p ⊆ OK primo e pOL =
∏s
i=1 qeii . Allora∑s

i=1 eifi = n.

Questo teorema dà una limitazione sulla fattorizzazione. Se n = 2, ci sono
poche possibilità: pOL = q con f (q | p) = 2, pOL = q2 con f (q | p) = 1, pOL =
q1q2 con f (qi | p) = 1. Allo stesso modo, la casistica per n = 3 comprende
cinque casi. In genere ovviamente i tipi di fattorizzazioni sono in numero finito
per ogni n.

Si può dimostrare che i primi ramificati sono in numero finito e si può studiare
in generale la distribuzione dei primi nelle varie tipologie di fattorizzazione.

Teorema 2.33 (Chebotarev). Sia K/Q un’estensione di grado n, G = Gal (K̃/Q);
allora la densità dei primi con un certo tipo di fattorizzazione (escludendo quelli
ramificati) è |G|−1 |{σ ∈ G | σ di tipo fissato }|.

Esempio 2.34. Per n = 2, G = S2 e d { p ∈ Z | pOK = p1p2 } = 1/2 e
d { p ∈ Z | pOK = q } = 1/2. Per n = 3, si suppone che G = S3; la densità
dei primi che si fattorizzano come q è pari al numero dei 3-cicli di S3 diviso
la cardinalità di S3, 1/3; quelli che si fattorizzano come q1q2 è 1/2; quelli che si
fattorizzano come q1q2q3 è 1/6.

8.11.2006

Proposizione 2.35. Sia [K : Q] = n e x ∈ OK \ {0}, allora
∣∣NK/Q(x)

∣∣ =
|OK/xOK |.

Dimostrazione. Si sa che OK è uno Z-modulo libero di rango n, ma anche xOK
lo è; si può considerare l’applicazione µx : OK → xOK , µx(q) = xq: questa
è un’applicazione iniettiva di Z-moduli, quindi se (e1, . . . , en) è una Z-base di
OK , le loro immagini lo sono per xOK . Allora discxOK = disc (xe1, . . . , xen) =
(detµx)2 disc (e1, . . . , en) = (detµx)2 disc OK , ma detµx = NK/Q(x), quindi
discxOK =

∣∣NK/Q(x)
∣∣2 disc OK . Il rapporto tra questi discriminanti si può cal-

colare anche come l’indice di sottogruppo al quadrato, in quanto xOK ⊆ OK
sono Z-moduli di rango n, quindi

∣∣NK/Q(x)
∣∣2 = [OK : xOK ]2.

Osservazione 2.36. Per ogni I ⊆ OK , I 6= (0), si ha |OK/I| < ∞, perché se
I 6= (0), esiste x 6= 0 in I tale che xOK ⊆ I ⊆ OK , quindi I è uno Z-modulo di
rango n.

Definizione 2.37. Si definisce la norma di I come N(I) := |OK/I|. Per la
proposizione si ha N (xOK) =

∣∣NK/Q(x)
∣∣.

Proposizione 2.38. Siano I, J ⊆ OK ideali non nulli, allora N (IJ) =
N(I)N (J).

Dimostrazione. Si deve dimostrare |OK/IJ| = |OK/I| |OK/J|. Se I e J sono co-
primi, si conclude facilmente per il teorema cinese: OK/IJ ∼= OK/I × OK/J. Ba-
sta quindi dimostrare che N (pm) = N (p)m, grazie alla fattorizzazione uni-
ca degli ideali: se I =

∏s
i=1 paii , J =

∏s
i=1 pbii , N (IJ) =

∏
N
(
pai+bii

)
=∏

N (pi)
ai+bi = N(I)N (J).

1Questa ipotesi è fondamentale ed è richiesta in qualsiasi estensione della teoria.
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Per definizione, N (pm) = |OK/pm|. Considerando la filtrazione OK ⊇ p ⊇
. . . ⊇ pm, N (pm) =

∏m−1
i=0

∣∣∣ pi

pi+1

∣∣∣; per avere l’uguaglianza con N (p)m, è

sufficiente mostrare che
∣∣∣ pi

pi+1

∣∣∣ = |OK/p|.

Sia µα : OK → pi

pi+1 con µα(x) = αx + pi+1 con α ∈ pi \ pi+1 (che esi-
ste sempre perché vale la fattorizzazione unica degli ideali). Si ha (α) ⊆ pi,
quindi nella fattorizzazione di (α) c’è pi, ma non c’è pi+1: (α) = piI con
(I, p) = OK . Ora, kerµα =

{
x ∈ OK | αx ∈ pi+1

}
= p. L’immagine di µα è{

αx+ pi+1 | x ∈ OK
}

= αOK + pi+1 = piI + pi+1 = pi (I + p) = piOK = pi.
Per il primo teorema d’isomorfismo, si ha pi/pi+1 ∼= OK/p e in particolare le
cardinalità sono uguali.

Osservazione 2.39. Se si prende un ideale primo p ⊆ OK , la norma di p è |OK/p|
è pf(p|p) dove p = p ∩ Z. Questo perché f (p | p) = [OK/p : Z/pZ]. Se p ⊆ OK sta
sotto q ⊆ OL, si ha N (q) = |OL/q| = |OK/p|f(q|p).

Teorema 2.40. Sia [L : K] = n, p ⊆ OK , pOL =
∏r
i=1 qeii , fi = f (qi | p),

allora n =
∑r
i=1 fiei.

Dimostrazione. Sia prima K = Q. Allora

N(pOL) =
r∏
i=1

N(qi)
ei =

r∏
i=1

pfiei = p
Pr
i=1 fiei .

Nel caso generale, N (pOL) =
∏r
i=1N (qi)

ei =
∏r
i=1 |OK/p|

fiei =
|OK/p|

P
fiei ; per concludere allo stesso modo si deve mostrare che N (pOL) =

|OK/p|n, ma questo è dato dalla proposizione seguente.

Proposizione 2.41. Sia I ⊆ OK , allora N (IOL) = N(I)[L:K].

Dimostrazione. È sufficiente dimostrarlo per I = p primo e usare la moltipli-
catività. Si vuole dimostrare che |OL/pOL| = |OK/p|n. Si ha che OL/pOL è un
OK/p-spazio vettoriale, sia d la sua dimensione.

Si dimostra che d ≤ n: se α1, . . . , αn+1 ∈ OL, allora le loro classi sono
linearmente dipendenti su OK/p: infatti, gli αi sono dipendenti su OK , quindi
esistono b1, . . . , bn+1 ∈ OK tali che

∑n+1
i=1 biαi = 0 con i bi non tutti nulli.

Mandando al quoziente,
∑n+1
i=1 b̄iᾱi = 0 ed è una relazione di dipendenza lineare

se e solo se i bi non sono tutti nulli, cioè se esiste i tale che bi /∈ p. Se questo
non fosse vero, B = (b1, . . . , bn+1) ⊆ p, B è un ideale proprio in OK quindi è
invertibile e B−1 ⊇ OK , BB−1 = OK ed esisterebbe β ∈ B−1 \ OK tale che
βB ⊆ OK e βB * p. Ma βB = (βb1, . . . , βbn+1) * p quindi i βbi sono dei
coefficienti per una relazione di dipendenza lineare che passa al quoziente.

Si dimostra che d ≥ n: si ha [L : K] = n, [K : Q] = m, l’ideale p in OK passa
a Q come p = p∩Z con pOK =

∏s
i=1 pεii (quindi m =

∑s
i=1 f (pi | p) εi); inoltre

pOL =
∏s
i=1 (piOL)εi . Allora pnm = NL/Q(p) = N (pOL) =

∏s
i=1N (piOL)εi

e N (piOL) = N (pi)
ni con ni ≤ n. Quindi pnm =

∏s
i=1N (pi)

niεi =∏s
i=1 p

f(pi|p)niεi = p
Ps
i=1 f(pi|p)εini . D’altra parte, pnm = pn

Ps
i=1 f(pi|p)εi , quin-

di gli esponenti devono essere uguali e per la condizione ni ≤ n deve essere
ni = n per ogni i.
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Osservazione 2.42. Sia K ⊆ L ⊆ M , p ⊆ K, pOL =
∏r
i=1 qeii , qiOM =

β
εi,1
i,1 . . . β

εi,s
i,s . Allora se β | q e q | p, f (β | p) = f (β | q) f (q | p) e e (β | p) =

e (β | q) e (q | p). La prima osservazione segue dal teorema della torre su OK/p,
OL/q e OM/β; per la seconda basta sostituire una fattorizzazione dentro l’altra.

3 Teorema di Kummer

In questo contesto di separabilità, un’estensione è normale se e solo se è di
Galois, il modello è un’estensione L/K con G = Gal(L/K) e p ⊆ OK .

Proposizione 3.1. Il gruppo di Galois G agisce transitivamente sull’insieme
dei primi di L sopra p.

Dimostrazione. Si può scrivere pOL =
∏r
i=1 qeii ; si deve dimostrare che G agisce

su q1, . . . , qr: questo è semplice perché se q | p, allora σq | σp, ma σp = p perché
p ⊆ OK , quindi σq deve essere ancora sopra p.

Inoltre l’azione è transitiva: siano q1, q2 sopra p, si pone per assurdo σq1 6= q2

per ogni σ ∈ G. Allora si può trovare α ∈ OL tale che α ≡ 0 (q2) e α ≡ 1 (σq1)
per ogni σ, per il teorema cinese del resto. Allora α ∈ q2 e N(α) =

∏
σ(α) /∈ q1

perché σ(α) /∈ q1. Ma la norma di α sta in q2 ∩ OK = p ⊆ q1, assurdo.

Corollario 3.2. Se L/K è di Galois, p ⊆ OK ideale primo, allora pOL =
(
∏r
i=1 qi)

e con f (qi | p) = f e ref = [L : K].

Dimostrazione. Si ha pOL =
∏r
i=1 qeii , ma pOL = σpOL =

∏s
i=1 (σqi)

ei ; poiché
l’azione di G è transitiva, gli esponenti devono essere tutti uguali. L’azione
del gruppo di Galois si restringe all’anello degli interi: si può restringere σ a
σ : OL → OL e si può scrivere:

OL

π

��

σ // OL

π

��
OL
qi σ̄

// OL
qi

.

Definizione 3.3. Sia L/K estenzione, p ⊆ OK , q ⊆ OL; si dice che:

� p è ramificato in L se esiste q ⊆ OL tale che q2 | p (oppure che q è
ramificato sopra p);

� p è inerte in L se pOL è primo;

� p si spezza completamente in L se pOL =
∏n
i=1 qi con n = [L : K] (in

particolare, f (qi | p) = 1).

Teorema 3.4. Sia p ∈ Z un numero intero primo, K un campo di numeri,
allora p è ramificato in K se e solo se p | discK.

Dimostrazione. Si dimostrerà solo la prima inclusione: sia p ramificato in K cioè
tale che esiste p ⊆ OK con e (p | p) > 1, allora pOK = pI con p′ | I per ogni p′

tale che p′ | p. Siano σ1, . . . , σn le immersioni di K in Q̄ e α1, . . . , αn una Z-base
di OK , allora disc (α1, . . . , αn) = discK.
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Sia α ∈ I \pOK (esiste per la fattorizzazione unica); allora per ogni p′ | pOK ,
α ∈ p′, ma α /∈ pOK ; sulla base, α =

∑n
i=1miαi /∈ pOK , cioè non tutti gli

mi sono multipli di p. Si suppone che p - m1, allora disc (α, α2, . . . , αn) =
(detA)2 disc (α1, . . . , αn) dove A è la matrice del cambio di coordinate, che si
mostra essere m2

1, che non è multiplo di p, cioè p divide discK se e solo se p
divide disc (α, α2, . . . , αn).

Sia L la chiusura normale di K su Q e sia q ⊆ OL un primo sopra p.
Per definizione di α, α ∈ q. Inoltre, per ogni σ ∈ Gal(L/Q), σ(α) ∈ q, perché
α ∈ σ−1 (q) che è vero perché G agisce sui primi sopra p; questo è quindi vero
in particolare per ogni σi e disc (α, α2, . . . , αn) ∈ q, ma sta anche in Z, quindi
disc (α, α2, . . . , αn) ∈ (p).

14.11.2006

Corollario 3.5. Se K = Q(α), α intero, allora se p - disc(α), p non è
ramificato, se p | disc(α) ma p2 - disc(α), si ha che p | disc(K) e p è ramificato.

I primi di Z ramificati in K sono in numero finito.

Teorema 3.6 (Kummer). Siano K ⊆ F campi di numeri, F = K(α) con
α intero, OF (α) ⊆ OF , µα(x) ∈ OK [x] il polinomio minimo di α. Preso un
ideale primo p ⊆ OK , sia p = p ∩ Z il primo che sta sotto p; se si suppone
che p -

∣∣∣ OF
OK [α]

∣∣∣, sia µ̄α(x) =
∏r
i=1 µ̄i

ei ∈ OK/p[x], allora pOF =
∏r
i=1 qeii e

f (qi | p) = deg µ̄i e qi = (p, µi(α)), dove µi è un qualsiasi sollevamento monico
in OK [x] di µ̄i.

In particolare, usando µα si possono fattorizzare tutti i pOF eccetto un
numero finito.

Dimostrazione. Per brevità, si pone fi = deg µ̄i e dati qi = (p, µi(α)) si dimostra
che:

� per ogni i, qi = OF oppure OF/qi è un campo con [OF/qi : OK/p] = fi;

� per ogni i, j, qi + qj = OF ;

� pOF |
∏r
i=1 qeii .

Da questi tre fatti segue la tesi: si può supporre senza perdità di generalità che
q1, . . . , qs siano ideali primi e che qs+1, . . . , qr = OF ; inoltre gli ideali primi sono
distinti perché qi + qj = OF . Per il terzo punto, pOF |

∏r
i=1 qeii =

∏s
i=1 qeii ,

cioè pOF =
∏s
i=1 qdii con 0 ≤ di ≤ ei; allora n =

∑s
i=1 fidi, dove n è il grado

dell’estensione. Ma allora n è anche il grado del polinomio minimo µα, allora
n =

∑r
i=1 fiei e questo è possibile se e solo se s = r e di = ei per ogni i ∈

{1, . . . , r}.
Si dimostrano i tre fatti.

� Si osserva che OK [x]
(p,µi(x))

∼=
OK/p[x]
(µ̄i(x)) =: Fi, per il primo teorema d’isomorfismo

a partire dall’applicazione ϕ (f) = f̄ + (µ̄i(x)) che ha kernel uguale a
(p, µi(x)). Chiaramente, [Fi : OK/p] = fi (si sta quozientando l’anello dei
polinomi per un polinomio di grado fi), allora si considera l’applicazione
ψ : OK [x]→ OF → OF/qi che manda x in α e poi in α+ qi. Si ha kerψ ⊇
(p, µi(x)), ma questo è un ideale massimale perché Fi è un campo, quindi
kerψ = (p, µi(x)) o kerψ = OK [x]: se kerψ = OK [x], qi = OF , altrimenti
se kerψ = (p, µi(x)), qi è primo e OF/qi ∼= Fi. Rimane da dimostrare che
ψ è suriettivo: la proiezione è suriettiva ma il primo passaggio no (si ha
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solo OK [α] ⊆ OF ): ψ è suriettivo se e solo ogni elemento di OF/qi ha un
rappresentante in OK [α] cioè se e solo se OK [α] + qi = OF ; si dimostrerà
una cosa più forte: che OF = OK [α]+pOF : infatti, pOF ⊆ OK [α]+pOF ⊆
OF , quindi p[F :Q] = |OF/pOF |, ma p - |OF/OK [α]|, perciò∣∣∣∣ OF

OK [α] + pOF

∣∣∣∣ | gcd
(∣∣∣∣ OF
pOF

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ OF
OK [α]

∣∣∣∣) = 1.

� Si osserva che µ̄i e µ̄j sono coprimi in OK/p[x] perché sono fattori irriducibili
distinti di una fattorizzazione, allora esistono ā(x), b̄(x) ∈ OK/p[x] tali che
ā(x)µ̄i(x) + b̄(x)µ̄j(x) = 1, cioè che 1− (a(x)µi(x) + b(x)µj(x)) ∈ pOK [x].
Valutato in α, si ottiene che a(α)µi(α)+b(α)µj(α) ∈ 1+pOK [α] ⊆ 1+pOF .
Da questo segue che qi + qj = (p, µi(α), µj(α)) = (1).

� Si sa che (p,
∏r
i=1 µ

ei
i (α)) |

∏r
i=1 qeii , cioè

∏r
i=1 qeii =

∏r
i=1 (p, µi(α))ei ⊆

(p,
∏r
i=1 µ

ei
i (α)). È sufficiente dimostrare che questo ideale è uguale a pOF :

un contenimento è banale (pOF ⊆ (p,
∏r
i=1 µ

ei
i (α))), per l’altra si consi-

dera µ(x)−
∏r
i=1 µ

ei
i (x) ∈ pOK [x] che valutato in α dà 0−

∏r
i=1 µ

ei
i (α) ∈

pOK [α] ⊆ pOF .
15.11.2006

Esempio 3.7. Nel caso delle estensioni quadratiche K = Q (
√
m), OK è mono-

genico (generato da un solo elemento): OK = Z [
√
m] se m ≡ 2, 3 (4) e in questo

caso disc OK = 4m, oppure OK = Z [1/2(1 +
√
m)] se m ≡ 1 (4) e disc OK = m.

Posto α =
√
m, si ha Z [

√
m] ⊆ OK con indice 2, quindi α serve per fattorizzare

tutti i primi tranne 2.
Se p | m (anche 2), pOK = (p,

√
m)2 per il teorema di Kummer. In effetti,√

m =
√
p
√
n con gcd (n, p) = 1 e p | N (

√
m) = m; quindi (

√
m) =

∏k
i=1 peii

e poiché la norma è moltiplicativa, deve esistere qualche primo tra i pi deve
stare sopra p, ad esempio p1; inoltre poiché m è libero da quadrati, p2 - m e
quindi ε1e1 = 1 dove ε1 è il grado d’inerzia. Quindi facendo (p,

√
m) si stanno

prendendo i fattori comuni che sono esattamente p1.
Se invece p - m e p 6= 2, si può ancora usare α =

√
m e il polinomio

x2 −m = (x − n)(x + n) se m ≡ n2 (p), altrimenti se m 6≡ n2 (p), x2 −m è
irriducibile. Nel primo caso, pOK = (p,

√
m− n) (p,

√
m+ n), altrimenti pOK è

già primo (è inerte).
L’ultimo caso è p = 2 e m dispari: x2−m = x2−1 = (x− 1)2 (2) e si hanno

ancora due casi: se m ≡ 3 (4) si può usare Kummer e 2OK = (2,
√
m− 1)2;

se m ≡ 1 (4), si usa β = 1
2 (1 +

√
m) con µβ = x2 − x + 1

4 (1 − m);
se m ≡ 1 (8), il termine noto è pari e µβ(x) = x (x− 1) (2) e 2OK =(
2, 1

2 (1 +
√
m)
) (

2, 1
2 (
√
m− 1)

)
; se m ≡ 5 (8), µβ(x) = x2 + x + 1 che è

irriducibile e quindi 2OK non si scompone.

Esempio 3.8. Sia Km = Q(ζm), m = pkn con gcd(p, n) = 1. Poiché discKm |
mt, p è ramificato se e solo se p | m. Inoltre si sa che OKm = Z [ζm], quindi si
può sempre usare µm, il polinomio minimo di ζm, per fattorizzare pOKm .

Se m = pk, allora µpk | xp
k−1 cioè xp

j

= Q(x)µpk(x) = (x− 1)p
k

(p), perciò

µpk(x) = (x− 1)ϕ(pk) (p). Quindi pOK
pk

= (p, ζpk − 1)ϕ(pk) = (ζpk − 1)ϕ(pk).
Se m = n, gcd(p, n) = 1; allora µn(x) =

∏
gcd(i,n)=1(x − ζi) che modulo

p si fattorizza come
∏r
i=1 µ̄i con grado [Fp(ζn) : Fp] (le estensioni dei vari ζi

sono tutte uguali quindi i gradi sono uguali, inoltre non ci sono fattori comuni
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perché il polinomio minimo divide xn − 1 che non ha radici distinte). Allora
pOKn =

∏r
i=1 pi con rf = ϕ(n), dove f = ordZ/nZ? [p].

Nel caso generale, m = pkn, si ha xm − 1 = (xn − 1)p
k

(p). Allora
[Q(ζm) : Q] = ϕ(m); se si parte da p ∈ Q, si ha pOK

pk
= pϕ(pk) e pOKn =∏r

i=1 qi con f(qi | p) = f e rf = ϕ(n). Ora, se pOKm TODO

In conclusione, pOKm = (
∏r
i=1)ϕ(pk) con f (pi | p) = ordZ/nZ? [p] e rf =

ϕ(m).

Esempio 3.9 (di Dedekind). Sia K = Q(α) con µα = x3 − x2 − 2x − 8 (non
ha radici, quindi è irriducibile). Si osserva che Z [α] ( OK , perché discα =
N(µ′α(α)) = −4 ·503, quindi l’indice o è 1 o è 2; ma posto β = 1

2 (α2 +α), 1, α, β
sono interi, sono una base di K/Q come 1, α, α2 e si osserva che

disc(1, α, β) = det

1 0 0
0 1 0
0 − 1

2
1
2

2

discα = −503.

Perciò 1, α, β è una base intera di OK e ξ = a+bα+cβ descrive tutti gli elementi
di OK al variare di a, b, c ∈ Z.

Si vuole dimostrare che 2 divide l’indice di ξ per ogni ξ = a+ bα+ cβ; si ha

det

1 a a2 + 6c2 + 8bc
0 b 2c2 − b2 + 2ab
0 c 2b2 + 3c2 + 2ac+ 4bc

 = bc2 + cb2 − cb(c+ b) = 0 (2).

Quindi 2OK non si può fattorizzare tramite Kummer.
Questo avviene quando si hanno troppi primi che stanno sopra un certo

primo; ad esempio si può dimostrare che 2OK = p1p2p3.

4 Gruppo di decomposizione e gruppo d’inerzia

Sia L/K estensione di Galois, G = Gal (L/K), p primo in OK e q primo di OL
sopra p. Si definisce il gruppo di decomposizione di q su p il sottogruppo D(q |
p) := {σ ∈ G | σq = q }: non è altro che lo stabilizzatore di q rispetto all’azione
di G sui primi sopra p; si definisce anche il gruppo d’inerzia di q su p come
il sottogruppo E(q | p) = {σ ∈ G | (∀α ∈ OL)σ(α) = α (q) }. In particolare,
{e} ≤ E ≤ D ≤ G.

Gli elementi del gruppo di Galois mandano elementi interi in elementi interi,
quindi da σ : L→ L si ricava σ : OL → OL:

OL
σ //

π

��

OL

π

��
OL
q σ̄

// OL
q ,

il diagramma commuta, quindi per ogni σ ∈ D(q | p), σ̄ ∈ Ḡ = Gal (OL/q,OK/p),
cioè esiste un’applicazione ϕ : D → G il cui nucleo è kerϕ = {σ ∈ D | σ̄ = Id } =
{σ ∈ D | σ̄ (ᾱ) = ᾱ } = E(q | p) e si ha un isomorfismo D/E → Ḡ.

Si considerano il campo di decomposizione LD e il campo d’inerzia LE ; si ha
K = LG ≤ LD ≤ LE ≤ L con anelli degli interi rispettivamente OK ⊆ OD ⊆
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4. Gruppo di decomposizione e gruppo d’inerzia

OE ⊆ OL. Contraendo q a OE e OD si ottendono altri due primi qE e qD che
stanno sopra p.

Teorema 4.1. Sia [L : K] = efr; allora si ha [L : LE ] = e, [LE : LD] = f ,
[LD : K] = r; queste estensioni non sono necessariamente normali perché in
generale D e E non sono in generale sottogruppi normali. Si hanno inoltre i
gradi d’inerzia rispettivamente 1, f , 1 e gli indici di ramificazione e, 1, 1.

Dimostrazione. Si dimostra per prima cosa [LD : K] = r: il grado dell’estensione
è uguale a [G : D] e G agisce transitivamente sui primi sopra p, quindi ogni
orbita ha r elementi (r è il numero dei primi sopra p); inoltre D = Stab q,
quindi [G : D] = r.

Si dimostra che e (qD | p) = f (qD | p) = 1, dimostrando che e (q | qD) = e e
f (q | qD) = f . Si sa che Gal(L/LD) = D e il numero dei primi sopra qD è pari
a |{σq | σ ∈ D }| = 1: q è l’unico primo di OL sopra qD. Allora ef = [L : LD] =
f (q | qD) e (q | qD), quindi e = e (q | qD) e f = f (q | qD).

Si dimostra che f (q | qE) = 1: per definizione, è [OL/q : OE/qE]: sia α ∈ OL,
ᾱ ∈ OL/q e sia g(x) =

∏
σ∈E (x− σ(α)) il suo polinomio minimo, che appartiene

a OE [x] perché α è intero. Allora ḡ(x) =
∏
σ∈E (x− σ̄ (ᾱ)) = (x− ᾱ)|E| e il

polinomio minimo di ᾱ su OE/qE è x− ᾱ, ᾱ ∈ OE/qE e l’estensione ha dimensione
1. Poiché il grado d’inerzia è moltiplicativo, si ottiene anche f (qE | qD) = f .

Si è dimostrato anche che [LE : LD] = |D/E| ≤ f =
∣∣Ḡ∣∣, d’altra parte

f (qE | qD) = f si ha [LE : LD] = f , cioè D/E ∼= Ḡ, il che implica e (qE | qD) = 1
(ancora si trova che c’è un unico primo sopra qD). Con queste si completa la
dimostrazione perché l’indice e i gradi sono moltiplicativi.
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Grazie al teorema si ha quindi che q è l’unico primo di OL sopra qD; che
qD è non ramificato su p e f (qD | p) = 1; che qE è totalmente ramificato in OL
(cioè qEOL = qe) e non ramificato su p.

In generale, LD/K non è normale, quindi non è detto che ogni primo che sta
sopra p sia non ramificato su p con grado d’inerzia 1.

Esempio 4.2. Siano f = x3 − 19, L = Q
(

3
√

19, ξ3
)
, G = S3, K = Q

(
3
√

19
)

e
p = 3. Si sa che 3Z [ξ3] = p2, inoltre 3OK = p1p

2
2:

L

Q (ξ3)

<<yyyyyyyyy
Q
(

3
√

19
)

ccHHHHHHHHH

Q.

2

bbDDDDDDDD

6

OO

3

;;wwwwwwwww

Quindi 3OL = (q1q2q3)2. Dalla teoria di Galois si sa che |D/E| = 1 e |E| = 2,
quindi LD = LE ; i sottocampi di grado 3 sono Q

(
3
√

19
)
, Q
(
ξ3

3
√

19
)

e Q
(
ξ2
3

3
√

19
)

e in tutti questi campi 3 si spezza come p1p
2
2.

Corollario 4.3. Se D è sottogruppo normale di G, p si spezza in r primi distinti
in LD e se inoltre E è sottogruppo normale di G, allora ogni primo di OD sopra
p rimane inerte in OE; inoltre, ogni primo di LE diventa una potenza e-esima
(è totalmente ramificato) in L.
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4. Gruppo di decomposizione e gruppo d’inerzia

In più: siano q ⊆ OL, p ⊆ OK con q | p, σ ∈ G, allora D (σq | p) = σD(q |
p)σ−1 (se D è normale, il coniugio non lo cambia). Questo in particolare avviene
se e solo se LD è campo di decomposizione per ogni primo che sta sopra p e se
e solo se tutti hanno e = f = 1 (se LD è campo di decomposizione di tutti i
primi sopra p, devono avere per forza e = f = 1 per il teorema, l’altra freccia si
dimostrerà nel prossimo teorema) se e solo se pOD è prodotto di r primi distinti
(perché vale la formula dimensionale).

Se K ⊆ K ′ ⊆ L, allora K ′ = LH con H ⊆ G; se p ⊆ OK e q ⊆ OL, allora
la contrazione di q in OLH si indica con p′ e si ha D(q | p) ∩H = D (q | p′) e lo
stesso per E. Inoltre LD(q|p′) = LD∩H = LDLH = LDK

′.

Teorema 4.4. Con le notazioni precedenti:

� LD è il più grande K ′ tale che K ⊆ K ′ ⊆ L e e (p′ | p) = f (p′ | p) = 1;

� LD è il più piccolo K ′ tale che K ⊆ K ′ ⊆ L e q è l’unico primo di L sopra
p′;

� LE è il più grande K ′ tale che K ⊆ K ′ ⊆ L e e (p′ | p) = 1;

� LE è il più piccolo K ′ tale che K ⊆ K ′ ⊆ L e q è totalmente ramificato
su p′.

Dimostrazione. Si ha:
L

LEK
′

e′
bbEEEEEEEE

LE

e

GG���������������

66mmmmmmmmmmmmmm
LDK

′

f ′

OO

LD

f

OO 66mmmmmmmmmmmmmm
K ′

r′

OO

K;

r

OO 66mmmmmmmmmmmmmmmm

Se K ′ verifica la seconda, r′ = 1 perché r′ conta i primi che tanno sopra p′,
quindi K ′ = LDK

′ e LD ⊆ K ′.
Se K ′ verifica la prima (rispettivamente, la terza), e = e′ e f = f ′, quindi

LD = LDK
′ (LE = LEK

′) e K ′ ⊆ LD (K ′ ⊆ LE).
Se K ′ soddisfa la quarta, allora f ′ = r′ = 1 quindi LEK ′ = K ′ e LE ⊆

K ′.

Corollario 4.5. Se D è normale, allora p si spezza completamente in K ′ se e
solo se K ′ ⊆ LD; p è non ramificato in K ′ se e solo se K ′ ⊆ LE.

Teorema 4.6. Siano L/K e M/K estensioni qualsiasi; se p ⊆ OK è non rami-
ficato (rispettivamente si spezza completamente) sia in L che in M allora p è
non ramificato (si spezza completamente) in LM .
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4. Gruppo di decomposizione e gruppo d’inerzia

Dimostrazione. Sia F/K estensione di Galois che contiene LM ; siano p′ ⊆ OLM
con p′ | p e q ⊆ OF con q | p e E = E(q | p). Allora FE deve contenere sia L che
M inoltre FE ⊇ LM .

Corollario 4.7. Sia L/K estensione qualsiasi e p ⊆ OK non ramificato (si spezza
completamente) in L, allora p è non ramificato (si spezza completamente) in L̃
con L̃ chiusura di Galois di L/K.

22.11.2006

Si considera ξp e Gal (Q (ξp)/Q) ∼= Z?p ∼= Zp−1. Si sa che per ogni d | p − 1,
esiste un unico sottocampo Fd di grado d su Q e si ha:

Q (ξp)

Fd

p−1
d

OO

Q.

d

OO

Se si prende q 6= p, q è non ramificato e qZ [ξp] = p1 . . . pr con fr = p− 1.

Teorema 4.8. Siano p 6= 2, q 6= p primi e d | p− 1; si ha che q è una potenza
d-esima modulo p se e solo se q si spezza completamente in Fd.

Dimostrazione. Si osserva che Z?p è ciclico generato da x e al suo interno c’è
un unico sottogruppo di indice d: se Hd =

〈
xd
〉
, |Hd| = p− 1/d, ma allora

Hd =
{
a ∈ Z?p | ord a | p− 1/d

}
. Si ha che q è una potenza d-esima se e solo

se q ∈ Hd se e solo se ord q̄ | p− 1/d, ma l’ordine moltiplicativo di q è il grado
d’inerzia f , che a sua volta è p− 1/r. Quindi q è potenza d-esima se e solo se d | r
se e solo se Fd ⊆ Fr se e solo se q si spezza completamente nel suo campo di
decomposizione Fd (in quanto il gruppo di Galois è abeliano).

Definizione 4.9. Siano p 6= 2 primo, n intero tale che p - n. Il simbolo di
Legendre si definisce come

(
n
p

)
= 1 se n è un quadrato modulo p,

(
n
p

)
= −1 se

n non è un quadrato modulo p.

Teorema 4.10 (legge di reciprocità quadratica). Si ha
(

2
p

)
= 1 se p ≡ ±1 (8),(

2
p

)
= −1 se p ≡ ±3 (8);

(
q
p

)
=
(
p
q

)
se p ≡ 1 (4) o q ≡ 1 (4),

(
q
p

)
= −

(
p
q

)
se p ≡ q ≡ 3 (4).

Dimostrazione. Si ha
(
q
p

)
= 1 se e solo se q si spezza completamente in F2. Il

primo caso è q = 2: se p ≡ 1 (4), F2 = Q
(√
p
)

e bisogna vedere come si spezza
2 in Q

(√
p
)

= K; può essere 2OK = p1p2 (se p ≡ 1 (8)) o 2OK = p (se p ≡ 5
(8)). Se p ≡ 3 (4), K = Q (

√
−p) e può essere 2OK = p1p2 (se p ≡ 3 (8)),

2OK = p (se p ≡ 7 (8)).
Nel caso q 6= 2 e p ≡ 1 (4), K = Q

(√
p
)

allora qOK = p1p2, cioè si spezza

completamente, se e solo se p è un quadrato modulo q se e solo se
(
p
q

)
= 1.

Se p ≡ 3 (4), K = Q (
√
−p) allora qOK = p1p2 se e solo se −p è un quadrato

modulo q, quindi se q ≡ 1 (4) questo avviene se e solo se p è un quadrato e
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5. Automorfismo di Frobenius

(
q
p

)
=
(
p
q

)
, invece se q ≡ 3 (4) avviene se esolo se p non è un quadrato modulo

q e
(
q
p

)
= −

(
p
q

)
.

5 Automorfismo di Frobenius

Sia L/K un’estensione normale e p ≤ OK non ramificato in L (questo toglie
un numero finito di primi, in quanto sono in particolare primi di L che stanno
sopra q); siano E(q | p) = {e} per ogni q | p e D(q | p) ∼= G = Gal

(
OL/q

OK/p

)
=〈

x→ x‖p‖
〉
. Quindi in D c’è un unico elemento che va a finire nel morfismo di

Frobenius che genera il gruppo di Galois; questo viene chiamato l’automorfismo
di Frobenius e si indica con ϕ(q | p) ∈ D (è tale che ϕ(α) ≡ α‖p‖ (q) per ogni
α ∈ OL). In realtà, ϕ(q | p) è unico in G, perché un oggetto di questo tipo
deve necessariamente stare nel gruppo di decomposizione. Si verifica facilmente
che se σq è un altro primo sopra p, allora ϕ (σq | p) = σϕ(q | p)σ−1: il primo
sopra determina l’automorfismo di Frobenius all’interno della classe di coniugio
fissata dal primo sotto. In particolare, se G è abeliano, ϕ(α) = α‖p‖ (σq) per
ogni σ ∈ G, allora ϕ(α) = α‖p‖ (pOL).

Esempio 5.1. Nel caso delle estensioni quadratiche K = Q (
√
m), G = Z2. Poi-

ché G è abeliano si può parlare del Frobenius di p: se pOK = p1p2, il Frobenius è
1, se pOL = p, allora il Frobenius è −1. Nel primo caso m è un quadrato modulo
p, altrimenti no.

Nel caso dei campi ciclotomici, K = Q (ξm) e sia p un primo non ramificato
(cioè che non divide m). Di nuovo il gruppo di Galois è abeliano (G = Z?m ={
σi | σi (ξ) = ξi

}
) e ci si può chiedere chi è il Frobenius di q | p: si trova

ϕ (q | p) = σp; basta verificare che soddisfa l’equazione, in quanto ne esiste
uno solo. Si deve dimostrare che ϕ(α) ≡ αp (pOK) per ogni α ∈ OK (cioè
α =

∑m−1
i=0

(i,m)=1
xiξi): infatti, ϕ(α) ≡

∑
xiϕ (ξ)i ≡

∑
xiξ

ip ≡
(∑

xiξ
i
)p (p).

La domanda interessante è capire per un certo elemento del gruppo di Ga-
lois, quali sono i primi che lo hanno come Frobenius. Se G è abeliano, si definisce
l’applicazione di Artin P = { p ≤ OK | p primo non ramificato } → G e si di-
mostra che la preimmagine di ogni elemento di G è infinita. Nel caso particolare
delle estensioni ciclotomiche, la cardinalità dell’insieme { p | σp = σ } è infinita,
cioè è infinito l’insieme { p | p ≡ i (m) } è infinito (si è ottenuta un’estensione
del teorema di Dirichlet sui primi nelle progressioni aritmetiche).

Siano ora L/K un’estensione qualsiasi, non necessariamente normale, M/L
un’estensione con M/K di Galois (ad esempio, la chiusura di Galois) e sia p ≤ OK
un primo non ramificato in M (se M è la chiusura di Galois, basta che p non sia
ramificato in L). Siano G = Gal(M/K), H ≤ G con MH = L sia q ≤ OL sopra
p e u ≤ OM sopra p e q, ϕ = ϕ (u | p) e D (u | p) = 〈ϕ〉. L’insieme delle classi
laterali {Hσ | σ ∈ G } ha cardinalità [G : H] = [L : K] = n; si considera l’azione
di D sulle classi laterali (quindi D → Sn) definita da ϕHσ := Hσϕ: l’orbita di
Hσ sarà

{
Hσ, . . . Hσϕm−1

}
.

Teorema 5.2. Sia m1 + · · · + mr = n il tipo della permutazione determinata
dall’azione di ϕ su Sn, allora pOL = q1 . . . qr con f (qi | p) = mi; inoltre, se le
orbite sono

{
Hσi , . . . ,Hσiϕmi−1

}
, allora σiu ∩ OL = qi.
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5. Automorfismo di Frobenius

Dimostrazione. Intanto, σiU è ben definito in quanto ϕk è contenuto nello sta-
bilizzatore di u, quindi σiϕku = σiu. Si pongono qi = σiu ∩ OL: sono primi
perché contrazioni di ideali primi e stanno sopra p; inoltre qi 6= qj per ogni
i 6= j: se fossero uguali, σiu e σju starebbero entrambi sopra qi, allora possono
essere mandati l’uno nell’altro mediante un elemento di H: esiste τ ∈ H tale
che τσiu = σju, cioè σ−1

j τσi ∈ D (u | qi) ⊆ D (u | p) = 〈ϕ〉, allora τσi = σjϕ
k e

Hσi = Hσjϕk , ma questo non è possibile perché i due elementi stanno in orbite
diverse.

Si sono individuati r primi distinti sopra p; grazie alla formula dimensionale,
se si dimostra che f (qi | p) ≥ mi si conclude. Sia quindi q = qi e si vuole
dimostrare che m = mi | f(q | p) o equivalentemente che Hσϕf = Hσ, cioè che
σϕfσ−1 ∈ H. Si osserva che H 3 ϕ (σu | q) = ϕ (σu | p)f , perché ‖p‖f = ‖q‖.
D’altra parte, ϕ (σu | p)f =

(
σϕ (u | p)σ−1

)f = σϕfσ−1 che quindi appartiene
ad H, per ogni σ ∈ H.

Esercizio 5.3. Siano L/K un’estensione di Galois di gruppo G e p ≤ OK .

� Se p è inerte in L, allora G è ciclico: questo perché se p è inerte, L = LE e
LD = K, in quanto r = e = 1; inoltre Gal(LE/LD) è ciclico, quindi anche
G è ciclico.

� Se p è totalmente ramificato in ogni estensione intermedia ma non in L,
allora G ∼= Zp: infatti, p non può essere totalemente ramificato in LE , che
quindi deve essere L o K. Se LE = L, non ci possono essere estensioni
intermedie quindi il Galois non può avere sottogruppi.TODO
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Teorema 5.4. Sia K un campo di numeri, p ∈ Z primo, allora p | discK se e
solo se p è ramificato in K.

Dimostrazione. Si è già mostrata la seconda implicazione. Per l’altra, si ha
discK =

∣∣∣Tr (αiαj)i,j
∣∣∣ con (α1, . . . , αn) una base intera. Il fatto che p | discK

implica che esistono m1, . . . ,mn ∈ Z non tutti divisibili per p tali che p |∑n
i=1mi Tr (αiαj) per ogni j. Sia α =

∑n
i=1miαi; α ∈ OK perché è combi-

nazione a coefficienti interi di elementi interi, ma α /∈ pOK perché la scrittura
sulla base è unica e gli elementi di pOK hanno coefficienti tutti multipli di p.
Per la linearità della traccia si ha che p | Tr(ααj) per ogni j, da cui si ha che
Tr (αOK) ⊆ pZ.

Per assurdo, si suppone che p non sia ramificato in OK , quindi pOK =
p1 . . . pr = p1 ∩ . . .∩ pr e esiste p | p tale che α /∈ p (se fosse stato ramificato non
si sarebbe potuto fare questa ipotesi). Sia L = K̃, quindi p è non ramificato in
OL e per ogni q ≤ OL con q | p, si ha α /∈ q, perché α ∈ OK \ p e q ∩ OK = p.
Ora, TrL/Q (αOL) = TrK/Q

(
TrL/K (αOL)

)
⊆ TrK/Q (αOK) ⊆ pZ. Sia β ∈ OL \ q

con β ∈ q′ per ogni q′ | p. Per ogni γ ∈ OL, vale che TrL/Q αβγ ∈ Q perché
βγ ∈ OL quindi la traccia appartiene a pZ ⊆ Q; inoltre σ (αβγ) ∈ q per ogni
σ ∈ Gal(L/Q) \D (q | p), perché per questi σ si ha σ−1q 6= q e αβγ ∈ σ−1q 6= q.

Si ha q 3 Tr (αβγ) =
∑
σ∈G σ (αβγ) =

∑
σ∈D σ (αβγ) +

∑
σ∈G\D σ (αβγ)

e quest’ultimo addendo appartiene a q, quindi anche
∑
σ∈D σ (αβγ) ∈ q. Si ha

inoltre che

D ∼= Ḡ = Gal
(

OL/q
Z/pZ

)
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6. Gruppo delle classi di ideali

e per ogni γ ∈ OL,
∑
σ̄∈Ḡ σ̄ (αβγ) = 0; inoltre α, β /∈ q, cioè non sono nulli in

OL/q. Allora
∑
σ̄∈Ḡ σ̄ è il morfismo nullo, ma questo è assurdo per l’indipendenza

dei caratteri.

6 Gruppo delle classi di ideali

Le cose che si diranno valgono per i campi di numeri e non per domini di
Dedekind in generale. Si ha quindi K un campo di numeri con [K : Q] = n;
si considera F (K) il gruppo degli ideali frazionari non nulli (il gruppo libe-
ro generato dagli ideali primi), P(K) il gruppo degli ideali principali di K e
[(K)] = F(K)/P(K) il gruppo delle classi di ideali. Si dimostrerà che questo è un
gruppo finito.

Teorema 6.1. Se K è un campo di numeri, allora esiste una costante λ =
λ(K) ∈ R tale che per ogni I ≤ OK esiste α ∈ I,

∣∣NK/Q(α)
∣∣ ≤ λN(I).

Dimostrazione. Siano (α1, . . . , αn) una base intera di OK e σ1, . . . , σn : K → Q̄
le immersioni; si definisce λ come

∏n
i=1

∑n
j=1 |σi (αj)|. Ora, si fissa m in modo

che mn ≤ N(I) ≤ (m+ 1)n e si considerano gli elementi
∑n
j=1mjαj con 0 ≤

mj ≤ m: questi non possono essere distinti in OK/I perché questo ha N(I)
elementi, quindi esiste α ∈ I non nullo tale che α =

∑n
j=1mjαj con |mj | ≤ m.

Allora

|N(α)| =
n∏
i=1

|σi(α)| =
n∏
i=1

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

mjσi (αj)

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

n∏
i=1

n∑
j=1

|mj | |σi (αj)| ≤ mk
n∏
i=1

n∑
j=1

|σi (αj)| ≤ λN(I).

Corollario 6.2. Ogni classe di ideali contiene un ideale intero J con N (J) ≤ λ.

Dimostrazione. Innanzitutto, poiché le classi sono definite a meno di moltipli-
cazioni per ideali principali, ogni classe contiene almeno un ideale intero. Sia C
una classe di ideali e sia I ∈ C−1 un ideale intero. Per il teorema, esiste α ∈ I
tale che |N(α)| ≤ λN(I). Inoltre (α) ⊆ I implica J = (α)I−1 ⊆ OK ; J ∈ C per-
ché se I è un rappresentante di C−1, I−1 è un rappresentante di C ed è intero.
Ora, (α) = JI quindi |N(α)| = N (J)N(I) ≤ λN(I), perciò N (J) ≤ λ.

Teorema 6.3. Se K è un campo di numeri, il gruppo delle classi di ideali è
finito.

Dimostrazione. Basta dimostrare che gli ideali interi J come nel corollario sono
finiti. Se un ideale J deve avere norma limitata e J =

∏r
i=1 paii , allora N (J) =∏r

i=1N (pi)
ai , ma N (pi) è il primo che sta sotto elevato al grado d’inerzia e in

particolare se pi = pi ∩ Z deve essere pi ≤ λ, quindi i primi pi (perciò anche i
pi) sono in numero finito, e gli esponenti sono limitati.

29.11.2006

Definizione 6.4. Un sottogruppo H ≤ Rn si dice discreto2 se per ogni K ≤ Rn
compatto, |H ∩K| <∞.

2Samuel, “Theorie algebrique des nombres”.

27
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Esempio 6.5. Sottoinsiemi discreti di Rn sono Zk con k ≤ n, o più in generale
〈v1, . . . , vk〉Z con v1, . . . , vk linearmente indipendenti.

Teorema 6.6. Un sottoinsieme discreto H di Rn è generato come Z-modulo
da r ≤ n vettori linearmente indipendenti su R.

Dimostrazione. Siano e1, . . . , er un insieme di elementi linearmente indipen-
denti di H con r massimale rispetto a questa proprietà; l’insieme P =
{
∑r
i=1 aiei | 0 ≤ ai ≤ 1 } è compatto, quindi |P ∩H| < ∞. Se x ∈ H, x =∑r

i=1 λiei con λi ∈ R. Per ogni j ∈ Z, sia xj = jx −
∑r
i=1 [jλi] ei =∑r

i=1 (jλi − [jλi]) ei ∈ H ∩ P . Ora, per ogni x ∈ H, x = x1 +
∑r
i=1 [λi] ei ∈

P ∩H, quindi H è generato su Z da P ∩H, perciò è uno Z-modulo finitamente
generato da ei e xj .

D’altra parte, poiché xj ∈ P∩H, esistono j e k tali che xj = xk che avviene se
e solo se (j − k)λi = [jλi]− [kλi] per ogni i: in particolare si ottiene che λi ∈ Q,
perché il secondo membro è intero. Sia d un denominatore comune di tutti i
coefficienti di xi rispetto a ei: H ⊆ 1/d

⊕r
i=1 Z e si ha dH ⊆

⊕r
i=1 eiZ ⊆ H; ma⊕r

i=1 eiZ è libero di rango r, allora dH è libero di rango minore o uguale a r;
ma allora anche H è uno Z-modulo libero di rango maggiore o uguale a r. In
definitiva, H è libero e ha rango r.

Definizione 6.7. Un reticolo Λ di Rn è un sottogruppo discreto di rango n. Se
〈e1, . . . , en〉Z = Λ è un reticolo (quindi e1, . . . , en sono linearmente indipendenti);
il dominio fondamentale di Λ è Pe = {

∑n
i=1 aiei | 0 ≤ ai < 1 }.

Lemma 6.8. Sia µ la misura di Lebesgue su Rn; µ
(
Pe
)

non dipende dalla base
scelta, ma solo da Λ; in particolare, µ

(
Pe
)

=: V (Λ), il volume di Λ.

Dimostrazione. Se v1, . . . , vn è un’altra Z-base di Λ, la matrice del cambiamento
di variabile può avere determinante ±1, quindi µ

(
Pe
)

= |detA|µ
(
Pv
)
.

Teorema 6.9 (Minkowski). Sia Λ un reticolo di Rn, S ⊆ Rn un sottoinsieme
integrabile e tale che µ(S) > V (Λ). Allora, esistono x, y ∈ S distinti tali che
x− y ∈ Λ

Dimostrazione. Sia e1, . . . , en una base di Λ, allora S =
⋃
λ∈Λ S ∩(

λ+ Pe
)

sarà un’unione disgiunta, quindi µ(S) =
∑
λ∈Λ µ

(
S ∩

(
λ+ Pe

))
=∑

λ∈Λ µ
(
(−λ+ S) ∩ Pe

)
perché la misura di Lebesgue è invariante per traslazio-

ne. Ma V (Λ) < µ(S), quindi esistono λ1, λ2 ∈ Λ tali che (−λ1 + S)∩(−λ2 + S)∩
Pe 6= ∅ e x+ λ1, x+ λ2 ∈ S, perciò (x+ λ1)− (x+ λ2) ∈ Λ.

Corollario 6.10. Sia Λ un reticolo di Rn e S un sottoinsieme misurabile, con-
vesso e simmetrico rispetto all’origine; se µ(S) > 2nV (Λ) o S è compatto e
µ(S) ≥ 2nV (Λ), allora S ∩ Λ contiene un elemento diverso da 0.

Dimostrazione. Per la prima condizione si applica il teorema a S′ = 1/2S: esi-
stono x, y ∈ S tali che x − y ∈ Λ \ {0}. Allora x − y = 1/2 (2x− 2y), ma
2x, 2y ∈ S = 2S′ e per la convessità e la simmetria x− y ∈ S. Nel secondo caso,
si definisce S′m = (1 + 1/m)S e si trova una successione di punti per il primo
caso che converge ad un punto che deve stare in S per la compattezza.
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Siano K un campo di numeri, n = [K : Q] e σ1, . . . , σn : K → C le estensioni.
Siano σ1, . . . , σr le eventuali estensioni reali, cioè σ1, . . . , σr : K → R; le altre
si raggruppano in s coppie coniugate: r + 2s = n. Sia ε : C → C il coniugio e
si suppone che (σ1, . . . , σn) = (σ1, . . . , σr, σr+1, . . . , σr+s, εσr+1, . . . , εσr+s). Si
definisce

σ : K → Rr × Cs ∼= Rn
α 7→ (σ1α, . . . , σrα,<(σr+1α),=(σr+1α), . . . ,<(σr+sα),=(σr+sα)).

Proposizione 6.11. Se M = 〈x1, . . . , xn〉Z ⊆ K è uno Z-modulo libero di rango

n, allora σ(M) è un reticolo di Rn di volume 2−s
∣∣∣det (σi(xj))i,j

∣∣∣.
Dimostrazione. Si ha V (σM) = |(σ(x1), . . . ,σ(xn))|; per far comparire le
σr+1, . . . , σn si usa la formula =(z) = 1/2 (z − z̄), che introduce il fattore 2−s.

Corollario 6.12. Siano d = discK, I ⊆ OK , allora σ(OK) e σ(I) sono re-
ticoli di Rn tali che V (σOK) = 2−sd1/2 e V (σI) = 2−s

√
disc (α1, . . . , αt) =

2−sN(I)d1/2, con α1, . . . , αt una base intera di I.

Teorema 6.13. Siano K un campo di numeri, n = r+2s = [K : Q], d = discK,
I ⊆ OK , I 6= 0, allora esiste x ∈ I tale che∣∣NK/Q(x)

∣∣ ≤ n!
nn

(
4
π

)s
d

1/2N(I).

In particolare, il gruppo delle classi di ideali di K è finito e ogni classe di ideali
contiene un ideale intero tale che N(I) ≤ n!/nn (4/π)s d1/2.

Dimostrazione. Per ogni t ∈ R+ sia

Bt =

 (y, z) ∈ Rr × Cs |
r∑
i=1

|yi|+ 2
s∑
j=1

|zi| ≤ t

 .

Si osserva che Bt è compatto, convesso e simmetrico rispetto all’origine, e
µ (Bt) = 2r (π/2)s tn/n!. Sia t tale che µ (Bt) = 2nV (σI); allora 2n2−sN(I)d1/2 =
2r (π/2)s tn/n!, da cui tn = d

1/2 (4/π)−s n!N(I); per il corollario, esiste x 6= 0,
x ∈ I tale che σx ∈ Bt ∩ σ(I).

Si ha ∣∣NK/Q(x)
∣∣ =

n∏
i=1

|σi(x)| =
r∏
i=1

|σi(x)|
r+s∏
j=r+1

|σj(x)|2 ≤

≤

 1
n

r∑
i=1

|σi(x)|+ 2
n

r+s∑
j=r+1

|σj(x)|

n

per la disuguaglianza tra media geometrica e media aritmetica. Questa quantità
si maggiora ancora con tn/nn che, una volta sostituito il valore di tn, dà la tesi.

Rimane da dimostrare la formula µ (Bt) = 2r (π/2)s tn/n! =: V (r, s, t), trami-
te un’induzione doppia su r e s. Si inizia V (1, 0, t) = 2t e V (0, 1, t) = t2/4π. Per
passare da r a r + 1,

Bt =

(y, y, z) ∈ R× Rr × Cs | |y|+
r∑
i=1

|yi|+ 2
s∑
j=1

|zi| ≤ t


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6. Gruppo delle classi di ideali

e

V (r + 1, s, t) =

t∫
−t

V (r, s, t− |y|) dy =

= 2

t∫
0

2r
(π

2

)s (t− |y|)n

n!
dy = 2r+1

(π
2

)s tn+1

(n+ 1)!
.

Allo stesso modo si fa il calcolo per passare da s a s+1, solo passando attraverso
le coordinate polari.

Esempio 6.14. Si vuole calcolare il gruppo delle classi di ideali di Q
(√
−5
)

= K;
si ha OK = Z

[√
−5
]
, discK = 20, r = 0, s = 1. Ogni classe di ideali contiene

un ideale intero I tale che N(I) ≤ 2/44/π
√

20 < 3, quindi ogni ideale contiene
un ideale intero di norma 2. Se tutti gli ideali di norma 2 fossero principali, il
gruppo delle classi di ideali sarebbe banale; altrimenti se ci fosse qualche ideale
non principale questo avrà un rappresentante di norma 2. Se la limitazione fosse
stata più lasca, si sarebbero comunque studiati gli ideali di norma un primo. Nel
caso in questione, se la norma di un primo p è 2, allora p | 2, e 2 non può essere
non ramificato altrimenti p avrebbe norma 4, quindi 2 = p2. In particolare,
Z
[√
−5
]

non è UFD quindi non è PID perciò esiste un p non principale e il
gruppo delle classi è Z2.

5.12.2006

Corollario 6.15. Sia [K : Q] = n = r + 2s ≥ 2, d = discK, allora
|d| ≥ π/3 (3π/4)n−1, quindi in particolare n/ log d è maggiorato da una costante
indipendente dal campo K.

Dimostrazione. Si ha la maggiorazione su un ideale contenuto in una classe,
N(I) ≤ (4/π)s n!/nn |d|1/2; poiché N(I) ≥ 1, in particolare d1/2 ≥ (π/4)s nn/n!, cioè
d ≥ (π/4)2s (n2n/(n!)2) =: an. La tesi è che an ≥ π/3 (3π/4)n−1 per ogni n ≥ 2.

Per induzione: a2 = (π/4)2 (24/22) = (π/4)2 22 = π2/4; se vale per ogni k ≤ n,

an+1

an
=
π

4
(n+ 1)2(n+1)

((n+ 1)�!)
2

���(n!)2

n2n
=

=
π

4

(
n+ 1
n

)2n

=
π

4

(
1 +

1
n

)2n

=

=
π

4
(1 + 2 + · · ·) ≥ π

4
3.

Quindi

an+1 ≤
3π
4
an ≤

3π
4

(
π

3

(
3π
4

)n−1
)

=
π

3

(
3π
4

)n
.

Teorema 6.16 (Hermite). Esistono solo un numero finito di campi di numeri
di discriminante assegnato.

Dimostrazione. Sia d ∈ Z fissato; per il corollario, se K è tale che discK = d,
allora [K : Q] = n soddisfa n ≤ k log d con k costante fissata. Basta perciò
dimostrare che fissati d e n esistono un numero finito di campi di numeri di
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6. Gruppo delle classi di ideali

discriminante d e grado n e si può anche fissare la partizione n = r + 2s (il
numero di queste partizioni è ancora finito, fissato n).

Sia B ⊆ Rr × Cs; se r > 0,

B :=
{

(y, z) | |y1| ≤ 2n
(π

2

)−s
|d|

1
2 , |yi| ≤

1
2
, |zj | ≤

1
2

}
,

altrimenti se r = 0,

B :=
{
z | |z1 − z̄1| ≤ 2n

8
π

(π
2

)−s
|d|

1
2 , |z1 + z̄1| ≤

1
2
, |zj | ≤

1
2

}
.

In ogni caso, B è un compatto convesso e simmetrico rispetto a 0; se µ(B) ≥
2nV (σ(OK)), B contiene un punto di σ(OK) non nullo. Ma V (σ(OK)) =
2−s |d|1/2, quindi si deve verificare µ(B) ≥ 2n−s |d|1/2; ma la definizione di B
è stata fatta in modo da far risultare questo.

Allora, esiste x ∈ OK non nullo tale che σ(x) ∈ B. Si vuole dimostrare che
K = Q(x), cioè che x ha grado n e per dire questo si può mostrare che non è
fissato da nessuna immersione. Se r > 0, |σi(x)| ≤ 1/2 per ogni i ∈ {2, . . . , n}.
Allora per avere NK/Q ∈ Z deve essere |σ1(x)| ≥ 1, da cui σ1(x) 6= σi(x) per ogni
i ∈ {2, . . . , n}. Si sa che Q ⊆ Q(x) ⊆ K; se [K : Q(x)] = m, si ha che ogni σ su
Q(x) si estende in m modi ad una σ su K, ma σ1(x)|Q(x) 6= σi(x)|Q(x) per ogni
i ∈ {2, . . . , n}, da cui si ha necessariamente m = 1. Se r = 0, <(σi(x)) ≤ 1/4
e con argomentazioni simili si mostra che σ1 è diverso da ogni altra σi; inoltre
non è reale e quindi non può essere uguale nemmeno alla sua coniugata.

Rimane da dimostrare che gli x possibili sono in numero finito. Infatti, σ(x) ∈
B per la forma di B dà che tutti i coniugati di x (quindi anche le funzioni
simmetriche di grado assegnato) sono limitate, perciò anche i coefficienti del
polinomio minimo di x; questo significa che si hanno solo un numero finito di
polinomi minimi e di conseguenza un numero finito di elementi x.

Esempio 6.17. Sia K = Q
(√
−26

)
; si vogliono calcolare le classi di ideali; si

ha −26 ≡ 2 (4), quindi OK = Z
[√
−26

]
e discK = −104. Per la limitazione

N(I) ≤ (4/π)s n!/nn |d|1/2 = 4/π2/4
√

104 < 13/2, quindi N(I) ≤ 6. Questo significa
che se p sta sotto I, N(p) = pf ≤ 6. I candidati per p sono 2, 3, 5 e bisogna
verificare come si spezzano.

Per 2: 2 | d, quindi è ramificato e può essere solo 2OK = p2. Si ha N(p) = 2
perché è la norma del primo che sta sotto elevato al grado d’inerzia. In questo
caso, p è principale se e solo se esiste α ∈ OK tale che

∣∣NK/Q(α)
∣∣ = 2; ma

NK/Q(a + b
√
−26) = a2 + 26b2 che non può mai essere ±2. Quindi p non è

principale e ord p̄ = 2.
Per 3: 3OK = q1q2 con q1 = (3, 1 +

√
−26) e q2 = (3, 1−

√
−26) e non sono

principali perché non esistono ideali di norma 3. Si ha q̄1q̄2 = OK , quindi q̄1 =
q̄2
−1. Se q1 avesse ordine 2, significherebbe che q2

1 è principale, cioè q2
1 = (β),

ma non esistono elementi β di norma 9. Si verifica che ord q1 = 3, cioè q3
1 = (γ):

infatti N(1±
√
−26) = 27 e γ = 1 +

√
−26 ∈ q1. Poiché la norma di γ è 27, (γ)

si fattorizza tramite primi che stanno sopra 3, cioè q1 e q2; ma γ /∈ q2, quindi
(γ) = q3

1. Si sono trovati un elemento di ordine 2 e due di ordine 3 quindi almeno
il gruppo delle classi di ideali è Z6.

Si conclude con le classi date dai primi che stanno sopra 5.
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6.11.2006

Osservazione 6.18. Un elemento x ∈ OK è un’unità se e solo se N[K:Q](x) = 1.
Dire che x ∈ OK è necessario perché non è vero che gli elementi di K di norma
1 siano interi.

Teorema 6.19 (Dirichlet). Sia [K : Q] = n = r+ 2s, allora O?
K
∼= G×Zr+s−1,

dove G è il gruppo G delle radici dell’unità in K. In particolare, essendo G un
sottogruppo finito di un campo, è ciclico. I generatori della parte libera si dicono
un sistema di unità fondamentali3.

Dimostrazione. Innanzitutto, si mostra che O?
K è uno Z-modulo finitamen-

te generato, quindi costituito da una parte di torsione T e una parte libera
Zd; poi rimarrà da dimostrare che T = G e d = r + s − 1. A partire da
σ : K → Rr × Cs di definisce l’immersione logaritmica L : K → Rr+s : x 7→
(log |σ1(x)| , . . . , log |σr+s(x)|). Si ha che L(xy) = L(x) + L(y) in quanto σ è
un morfismo. Siano B ⊆ Rr+s un compatto e B′ = {x ∈ O?

K | L(x) ∈ B }; B′ è
finito: poiché B è limitato, per ogni x ∈ B′, esiste α ∈ R tale che log |σi(x)| ≤ α,
da cui esiste β tale che 1/β ≤ |σi(x)| ≤ β; questo dà che tutti i coniugati di x
sono limitati e anche le loro funzioni simmetriche. Ma queste sono intere, quindi
in numero finito, di conseguenza i polinomi caratteristici dei possibili x sono in
numero finito e anche i possibili x.

Si dimostra che G = kerL|O?K : il nucleo è finito prendendo B = {0}, quindi
come sottogruppo finito di un campo è ciclico e di conseguenza è costituito
da radici dell’unità. Per l’altro contenimento, se x ∈ G, xm = 1 quindi 1 =
σ(xm) = σ(x)m e |σ(x)| = 1. Prendendo il logaritmo si ha che L(x) = 0.

D’altra parte, L(O?
K) ⊆ Rr+s interseca ogni compatto in un insieme finito,

che è la definizione di insieme discreto di Rr+s, ma è anche uno Z-modulo libero
di rango d ≤ r + s; si ha la successione esatta

0 // G // O?
K

// L(O?
K) // 0.

Se la successione si spezza si ha che O?
K
∼= G × Zd (l’immagine è

un modulo libero). Inoltre d ≤ r + s − 1, infatti L(O?
K) ⊆ W ={

y ∈ Rr+s |
∑r
i=1 yi + 2

∑r+s
i=r+1 yi = 0

}
perché il prodotto delle norme dei co-

niugati di σ fa 1. L’altra disuguaglianza è più macchinosa: si mostra che esisto-
no u1, . . . , ur+s−1 ∈ O?

K tali che le loro immagini tramite L sono linearmente
indipendenti.

Lemma 6.20. Per ogni k fissato, 1 ≤ k ≤ r + s, per ogni α ∈ OK \ {0},
esiste β ∈ OK \ {0} tale che L(β) = (b1, . . . , br+s), |N(β)| ≤ (2/π)s

√
|discK| e

L(α) = (a1, . . . , ar+s) con ai > bi per ogni i 6= k.

Dimostrazione. Sia B = { (y, z) ∈ Rr × Cs | |yi| ≤ ci, |zi| ≤ ci+r } con 0 < ci <
eai per ogni i 6= k e c1 · · · crc2r+1 · · · c2r+s = (2/π)s

√
|discK|; in questo modo

µ(B) = 2rc1 · · · crc2r+1 · · · c2r+sπs = 2n−s
√
|discK| = 2nV (σ(OK)), che è l’ipo-

tesi necessaria per usare il teorema del corpo convesso. Perciò esiste β ∈ OK\{0}
tale che σ(β) ∈ B e β ha le proprietà cercate.

3Conoscere la parte di torsione non è difficile, ma trovare le unità fondamentali in generale
lo è; spesso si lavora con dei generatori di un sottogruppo della parte libera.
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Lemma 6.21. Per ogni k fissato, 1 ≤ k ≤ r + s, esiste uk ∈ O?
K tale che

L(uk) = (x1, . . . , xr+s) e xi < 0 per ogni i 6= k.

Dimostrazione. Sia α1 ∈ OK \ {0}; applicando il lemma varie volte si ottiene
una successione (αi)i tale che per ogni j < h e i 6= k, L(αh)i < L(αj)i. Quindi∣∣NK/Q(αj)

∣∣ ≤ (2/π)s
√

discK, cioè tutte le norme sono minori di una costante.
Ma

∣∣NK/Q(αj)
∣∣ = N((αj)) e tutti questi ideali si fattorizzano con primi di norma

limitata (che sono in numero finito) ed esponenti limitati, di conseguenza non
possono essere tutti distinti: esistono j < h tali che (αj) = (αh), allora esiste
uk ∈ O?

K tale che αh = ukαj , perciò L(αh) = L(uk) + L(αj) e L(uk)i < 0 per
ogni i 6= k.

Ora, rk 〈L(u1), . . . , L(ur+s)〉 ≥ r+ s−1; per un lemma di algebra lineare, se
M è una matrice quadrata di dimensione m con elementi positivi sulla diagonale
e negativi altrove tale che per ogni riga la somma degli elementi sulla riga è nulla,
allora rkM = m − 1. Questo lemma si può applicare alla matrice con le prime
righe date da L(ui) e le ultime da 2L(uj).

Per dimostrare il lemma si considerano Vi, le colonne di M ; se le prime m−1
colonne fossero dipendenti,

∑m−1
i=1 tiVi = 0 con i ti non tutti nulli, quindi si può

normalizzare e pensare che il più grande sia tk = 1; allora 0 =
∑m−1
i=1 tiak,i =

ak,k +
∑
i6=k tiak,i ≥

∑m−1
i=1 ak,i >

∑m
i=1 ak,i = 0, assurdo.

7 Esercizi
13.12.2006

Esercizio 7.1. Siano K un campo di numeri, α ∈ OK un intero algebrico tale
che |σ(α)| = 1 per ogni immersione σ, allora α è una radice dell’unità.

Soluzione. Sicuramente è un’unità perché ha norma 1; il trucco è mostrare che
non tutte le potenze di α sono distinte. Ma dall’ipotesi, per ogni σ e per ogni n,
|σ(αn)| = 1; se d è il grado dell’estensione, i coefficienti del polinomio minimo di
αn sono limitati con una costante che dipende solo da d (ad esempio, la traccia
è limitata da d). Quindi i polinomi minimi di tutti gli αn sono in numero finito,
perciò esistono n 6= m tali che αn = αm e α è radice dell’unità.

Esercizio 7.2. Siano p primo, ζ := ζp; si considerano K := Q(ζ) e L :=
Q(ζ + ζ−1); si è già dimostrato che OK = Z[ζ] e OL = Z[ζ + ζ−1]. Per il
teorema di Dirichlet, Z[ζ]? ∼= 〈±1, ζ〉 × Z1/2(p−1)−1 perché le immersioni sono
tutte complesse; invece, per Z[ζ + ζ−1] le immersioni sono tutte reali e quindi
Z[ζ + ζ−1]? ∼= 〈±1〉×Z1/2(p−1)−1. Se ε è un’unità di Z[ζ]?, allora esiste un’unità
ε1 ∈ Z[ζ + ζ−1]? tale che ε = ζrε1, cioè le due unità differiscono per due radici
dell’unità.

Soluzione. Se ε ∈ Z[ζ]?, allora ε/ε̄ e tutti i suoi coniugati hanno norma 1 (il
coniugio commuta con le altre immersioni), quindi ε è una radice dell’unità,
cioè ε/ε̄ = ±ζa.

� Se vale il segno positivo, a = 2i (p); si pone ε1 = ζ−iε; rimane da verificare
che ε1 ∈ R, ma ε̄1 = ζiε̄ = ζiζ−aε = ζ−iε = ε1. Inoltre è invertibile perché
è prodotto di invertibili e il suo inverso è reale perché è reale.
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� Se vale il segno negativo, si scrive ε = a0 + a1ζ + · · · + ap−2ζ
p−2, che

modulo (1− ζ) (il generatore dell’ideale primo sopra p) è a0 + · · ·+ ap−2;
vale ancora ε = −ζaε̄, perciò ε̄ = a0 + a1ζ

−1 + · · · + ap−2ζ
−(p−2) e si ha

ε ≡ ε̄ (1−ζ), ma dalla relazione ε = −ζaε̄ si ha ε ≡ −ε̄ (1−ζ). Da questo
si ottiene che 2ε ≡ 0 (1 − ζ). Poiché 1 − ζ ha norma p non contiene 2,
quindi ε ≡ 0 (1 − ζ), ma questo è impossibile perché ε è un’unità e non
può stare in un ideale primo.

Esercizio 7.3. Sia L/K un’estensione di campi di numeri, allora esistono infiniti
primi di K che si spezzano completamente in L. Come corollario si ha che con
Q(ζm)/Q, si hanno infiniti primi che si spezzano completamente modulo m, cioè
tali che p ≡ 1 (m).

Soluzione. Innanzitutto si dimostra che se f ∈ Z[x], deg f ≥ 1, allora f ha una
radice modulo p per infiniti primi p. Se f(0) = 1 e per assurdo siano p1, . . . , pm
i primi tali che f ha una radice modulo p. Non può essere che f(n) = 1 per
ogni n, quindi sia n > pi per ogni i un numero tale che esiste un primo p
con p | f(n!). Allora f(n!) ≡ 0 (p) ma p > pi per ogni i, perché se p ≤ n
implica p | n! e p | f(0) = 1, assurdo. Se invece f è un polinomio generico, sia
g(x) = f(xf(0))/f(0); g soddisfa g(0) = 1 e si può usare quanto dimostrato in
precedenza.

Ora, sia K un campo di numeri, allora esistono infiniti primi p di OK tali
che f(p | p) = 1.

Sia L̃ la chiusura normale di L/Q, allora per quanto detto, esistono infiniti
primi q̃ di L̃ con f(q̃ | p) = 1, quindi esistono infiniti primi di Z che si spezzano
completamente in L̃ (togliendo quelli ramificati che sono un numero finito).
Se d =

[
L̃ : Q

]
, e p è un primo, allora pOL̃ = q̃1 . . . q̃d. Se un primo si spezza

completamente in L̃, a maggior ragione si spezza completamente in L. Ma allora
tutti i primi di OK che stanno sopra p si spezzano completamente in OL e questi
sono infiniti.

Esercizio 7.4. Sia K = Q(
√
m,
√
n) con mn libero da quadrati, allora

K

Q(
√
m)

88rrrrrrrrrrr
Q(
√
mn)

OO

Q(
√
n)

eeLLLLLLLLLL

Q.

eeLLLLLLLLLLL

OO 99sssssssssss

Si prende un p tale che p si spezza in un unico fattore di grado 2 in tutte le
estensioni parziali; allora pOK può essere p4, p2q2 (con r = 2) o p2 (con f = 2).
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Ma
K

KE

e

OO

KD

f

OO

Q,

r

OO

quindi le ultime due possibilità non possono accadere perché non esistono dei
sottocampi con r = 2 o con f = 2; perciò pOK = p4. Ora, pOQ(

√
m) (con p 6= 2)

può fattorizzarsi come p2 se p | m, come pq se m è un quadrato modulo p o come
p se m non è un quadrato modulo p. Nella situazione precedente, si avrebbe p | n
e p | m, quindi p2 | mn che non è possibile per le ipotesi. Quindi si deve cercare
con p = 2: ad esempio se m ≡ 2 (4) e n ≡ 3 (4), mn ≡ 2 (4).

Esercizio 7.5. Siano K := Q(
√
m) e L := Q(

√
n); trovare degli esempi per cui

pOK = p2 e pOL = q2, ma pOKL 6= p4.

Soluzione. Ad esempio, con p 6= 2, m = pa, n = pb, allora mn = p2ab e l’esten-
sione è

√
ab; scegliendo opportunamente a e b si ottiene la richiesta. Oppure con

p = 2, m = 2 e n = 10.

Esercizio 7.6. Trovare un punto a coordinate intere nella curva y2 = x3 − 2.

Soluzione. Se K = Q(
√
−2), OK è un PID per il teorema di Minkowsky (la

costante è strettamente minore di 2). Si scrive x3 = y2 + 2 e si ragiona in modo
simile a quanto fatto per le terne pitagoriche: x3 = (y−

√
−2)(y+

√
−2); si mostra

che i due fattori sono coprimi: I = (y−
√
−2, y+

√
−2) = (1) perché I ⊇ (

√
−2)

3
,

quindi le possibilità sono I = (
√
−2) o I = (1). Se y+

√
−2 ⊆ (

√
−2) si avrebbe

y ∈ (
√
−2), cioè

√
−2 | y e 2 | y. Questo non è possibile perché se y fosse

pari, anche x sarebbe pari e non potrebbe essere 0 modulo 8. Poiché si è in
un anello a ideali principali, se un prodotto è un cubo anche i fattori lo sono e
y+
√
−2 = (a+

√
−2b)

3
= a3−6ab2 +

√
−2(3a2b−2b3), da cui si ha che b = ±1

e a = ±1, quindi y = ±5 e x = 3.
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