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1. Introduzione

1 Introduzione

Definizione 1.1. Sia D C C™ un dominio (cio¢ un aperto connesso); f: D — C
si dice olomorfa se per ogni w € D esistono un policilindro A(w,r) =
A(wy, 1) X ... X A(wp,r,) € C™ e una serie convergente in A(w,r) tale che

f(z) = ZMzo ay(z —w)”.

Osservazione 1.2. L’insieme delle funzioni olomorfe nel dominio D si nota /(D)
ed & un anello, integro se D & connesso. L’anello &(D) & un sottoinsieme delle
funzioni continue a valori complesse; inoltre se f € (D), ¢ olomorfa se con-
siderata funzione di una qualsiasi delle variabili. Infine, & possibile calcolare le
derivate parziali termine a termine.

Teorema 1.3 (lemma di Osgood). Sia f: D — C continua e olomorfa in ogni
variabile z1, ..., zn, allora f € O(D).

Dimostrazione. Sia w € D, A(w,r) C D. Poiché f & olomorfa in ogni z;, se
z; € A(wj,r;) per ogni i, si ha
f flsza'- Zn)
Z1y.-eyBn) = =2 dE =
f( 1 n) 27TZ 51 4 gl
[&1—wi|=r1

_ L ? d§1 f§1v§2az37~-~azn) o
_<2m) /51*21/ §2 — 22 de2 =

[€1—w1|=r1 [£2—wa|=r2
_ (L / dg, J€re8n) g
211 51 — Zl 51 — 21 "
[€1—w1|=r1 |€&n—wn|=rn

Inoltre,

1 1 _ 1 :Z (25 — w;)"
§ -z & —wi—(z—w) (gjfwj)(l—zj’wj) =0 (& —wy)™

§j—w;

Le serie sono assolutamente convergenti, quindi si possono estrarre dall’integrale
e moltiplicare; in definitiva si ha f(z1,...,2n) = 32,50 @ (2 — w)"” con

= <2lm)/ @ wl)f(g)@ ST -

[€1—wy|=r1

[&n —wn|=rn

Osservazione 1.4. Dalla formula dellintegrale di Cauchy in pit variabili si ot-
tiene che se f & olomorfa in un intorno di A(w,r) allora la formula di Cauchy
vale per il prodotto dei bordi, insieme di dimensione n sui reali; non & necessario
conoscere f su tutto il bordo, insieme di dimensione 2n — 1 sui reali.

Inoltre se f =37, 5 av(z — w)”, risulta

phrtethn Rl ky f(€)

ol
D2 ok (2mi)" / (& —w)" (& —wn)t

[§1—wi|=r1

|£n_wn|*Trz

1 gritetvn g

> .
vilivp!l 8zt 2pm

da cul a, =
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1. Introduzione

Teorema 1.5 (Hartogs). Il lemma di Osgood si pud dimostrare anche senza
Utpotesi che f sia continua.

Definizione 1.6. Pensando a D C C" = R?", si definiscono gli operatori

Osservazione 1.7. Gli operatori appena definiti non sono derivate, ma 9/az;
agisce sui polinomi come la normale derivata parziale rispetto a z;; inoltre sono
derivazioni, cioe sono operatori lineari che soddisfano la regola di Leibniz.

Teorema 1.8 (Cauchy-Riemann). Una funzione f: D — C continua &
olomorfa se e solo se 9f/az; = 0 per ogni j € {1,...,n}.

Dimostrazione. Per il lemma di Osgood, f & olomorfa se e solo se & olomorfa
rispetto a ogni z; e per Cauchy-Riemann in una variabile questo accade se e solo
se 9f/az; = 0 per ogni j. O

Proposizione 1.9 (conseguenze di Cauchy-Riemann). Le unita di (D) sono

le funzioni prive di zeri e se f € O(D) eIm f CR o |f| é costante, allora f é
costante.

Dimostrazione. Se f(z) # 0 per ogni z € D, la funzione g = 1/f & ben definita e
0 = 8/0=.(fg) = 9/os (f)g -+ 19/0(g) = £9/o%,(g) in quanto f & olomorfa, quindi
9/az;(g) = 0 per ogni z € D, cioé g & olomorfa.

Se f(z) € R per ogni z € D, anche le sue derivate sono reali, ma per Cauchy-
Riemann 9f/sz; = i9f/ay;, quindi devono annullarsi entrambe e f & costante.
Se |f| & costante, f = pe’?*) con ¥ funzione olomorfa a valori reali, quindi
costante. O

Definizione 1.10. Una mappa olomorfa tra D C C™* e D’ C C™ & una funzione
G:D—D,G=(g1,...,9m) con g;: D — C olomorfa per ogni i € {1,...,m}.

Teorema 1.11. Siano f € O(D') e G: D — D', allora fo G € €(D); in
particolare, G induce un morfismo di algebre 0(D') — O(D).

Dimostrazione. Siano zg € D, wo = G(z0) = (91(20)s - - - » gm(20)); senza perdere
di generalita si puo supporre zp = 0 e wy = 0. Le funzioni g; sono olomorfe in
0, quindi si possono scrivere come serie di potenze in z e in particolare G come
serie ha termine noto nullo. Per |z| abbastanza piccolo, g;(z1,...,2n) < 15 (se
si suppone f convergere in A(0,7n)). Quindi si puo sostituire il valore della serie
g; in quella di f. Che I’applicazione che si ottiene sia un morfismo di algebre &
banale. O

Teorema 1.12 (prolungamento analitico). Siano f,g € (D), fiu = gju con
U C D aperto non vuoto, allora f = g.

Dimostrazione. Sia E la parte interna dell’insieme {z € D | f(2) = g(2) }; E &
aperto in quanto € una parte interna, ¢ non vuoto perché U C FE. Sia w €
E N D, allora A(w,r) interseca E; sia w’ € A(w,r/2) N E. Ancora, esiste un
policilindro A(w’, §) che contiene w ed & contenuto in A(w,r). Le funzioni f e g
sono olomorfe in D e hanno la stessa serie nel policilindro A(w’, §), che converge
anche in w, cioe w € E. O

Teorema 1.13 (principio del massimo). Siano f € (D), w € D tale che
|7 (2)] < |f(w)| per ogni z in un intorno U C D di w; allora f & costante.



2. Spazi funzionali

Dimostrazione. Sipuo assumere che U = A(w, r); per ogni z € U, sia R la retta
complessa per z e w. Allora fipny ¢ una funzione di una variabile complessa
con un massimo relativo in w, quindi & costante; si ottiene cosi che f & costante
in U e per il prolungamento analitico lo & in tutto D. O

Definizione 1.14. Siano f € (D), zo € Dj; si pud scrivere f(z) =
2150 ay(z —20)" = Y ;50pi(2) con p; polinomio omogeneo di grado ; si
definisce 'ordine di f in zg come k tale che pp #0 e pp = ... = pr_1 = 0.

Lemma 1.15 (di Schwarz). Sia f olomorfa in un intorno di A(O_, ), con T =
(p,...,p) e [ sia di ordine k in 0. Se |f(z)] < M per ogni z € A(0,r) allora
()] < M fol* per ogni = € A(0,r).

Dimostrazione. Poiché f & di ordine k in 0, si puo scrivere f = >".o, pi(2);
sia g(t) = t7Ff (t2/|2]) con t € C, |t| < p. La funzione g & analitica perché
t=% si semplifica e per [t| = p, |g(t)] < Mp~F. Per il principio del massimo,
lg(t)] = Mp~F per ogni ¢ tale che |t| < r, quindi

127 £(2)| = lo(2)| < Mp7™ 0

2 Spazi funzionali

Definizione 2.1. Si consideri lo spazio C(D, C) delle funzioni continue a valori
complessi nel dominio D; si definisce su questo spazio una topologia a partire
da un sistema fondamentale di intorni di 0:

{U(K,e) | K € D compatto,e >0}

con U(K,e) = {f|sup{|f(z)] |z € K} <e}. Questa topologia si chiama
compatto-aperta.

Osservazione 2.2. Con la topologia compatto-aperta, una successione (fy), >
converge a f se converge uniformemente a f. Inoltre, C(D, C) diventa uno spazio
vettoriale topologico completo (perché il limite uniforme di una successione di
funzioni continue ¢ continuo).

Osservazione 2.3. La topologia compatto-aperta ¢ indotta da una metrica: si
scriva D = US>0 K, con K,_1 contenuto nella parte interna di Ky e K, compat-
to. Posto [|f|l . =sup {|f(x)] | # € K}, [lo] k. & una seminorma (ovvero & una
norma per cui non necessariamente vale ||f|| = 0 = f = 0). Per un teorema,
data una famiglia infinita di seminorme, esiste una loro combinazione lineare
che da una norma; ad esempio la distanza

1l - gll
Ad(f,9) =Y s
24 9 T4 [T~ g,

induce la topologia compatto-aperta.

Teorema 2.4. (D) ¢ chiuso in C(D,C), quindi ¢ uno spazio metrico completo.
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3. Teorema della mappa inversa

Dimostrazione. Data una successione (fy,),,~, in O(D) che converge a f in
C(D, C) con la topologia compatto-aperta, si deve dimostrare f € &(D). Siano
w € D, A(w,r) C D; allora per ogni m > 0,

Fml2) = (;m>/ G zﬁ(i)fn %

[§1—w1|=r1

Ifn_wn ‘:Tn

Poiché la convergenza e uniforme, il limite passa sotto il segno dell’integrale,
quindi vale la stessa formula con f al posto di f,,; ma l'integranda & sviluppabile
in serie, quindi f & analitica. O

Teorema 2.5 (Ascoli-Arzela). Ogni famiglia di funzioni equilimitate (cioé tale
che per ogni K compatto esiste M tale che |f| < M per ogni f) ha chiusura
compatta.

3 Teorema della mappa inversa

Definizione 3.1. Una funzione olomorfa f & regolare di ordine s rispetto a z,
nel punto w se come funzione della sola z,, ha uno zero di ordine s in w,,.

Lemma 3.2. Sia f una funzione di ordine k in 0, allora esiste un cambio di
coordinate lineare che rende f regolare di ordine k rispetto all’ultima variabile.

Dimostrazione. Si puo scrivere f(z) = ) .., pi(2) e in particolare esiste un
punto a tale che pg(a) # 0. Chiaramente esiste una matrice (n, (n — 1)) B tale
che
ai
A=|B

Qn

abbia rango massimo. Con il cambio di coordinate dato da A si ha z; =
Z;L:_ll bi ;& + ain e g(&) = f(2(€)). Essendo la trasformazione lineare, anche g
ha ordine k in 0; inoltre ¢(0,...,0,1) = f(ay,...,an), quindi g(0,...,0,&,) =

flai,...,a,)€EF + .. .. Si & ottenuto che g & regolare di ordine k rispetto a &, e
in particolare che i cambi di coordinate che danno questo risultato sono, in un
certo senso, molti. O]

Lemma 3.3. Sia f olomorfa in un disco di C con uno zero di ordine k in a;
allora esiste un intorno U di a tale che per ogni b € U, f(z) — f(b) ha k radici
distinte in U.

Lemma 3.4. Sia f € O(A(0,r)), regolare di ordine k in O rispetto a z,, al-
lora esiste un policilindro A(0,n) € A(0,r) tale che per ogni (a1,...,an_1) €
A, (M1, sMn=1)), flar,...,an—1,2,) ha esattamente k zeri nel disco |z,| <
N come funzione di zy,.

Dimostrazione. Per ipotesi f(0,...,0,z,) ha uno zero di ordine %k in 0; poiché
gli zeri sono isolati, si puo fissare 7, in modo che se z, ¢ tale che 0 < |z,| <
My f(0,...,0,2,) # 0. Sia ¢ = inf {|f(0,...,0,2n)| | |2n| =nn} > 0. Ora,
f & continua in un intorno del compatto {z |z1 =...=2,-1 =0,|za| =7 },



3. Teorema della mappa inversa

quindi esiste un policilindro A(0, (91, ...,mn,—1)) tale che per z € A(0,7), si ha
If(z) = f(0,...,0,2,)| <e.

Si prenda ora (ai,...,an—1) € A(0,(N1,...,Mmn—1)) € si fissino g(z,) =
flar,...,an—1,2n), h(zn) = f(0,...,0,2,). Allora |g| < |h| per |z,| = ny; per il
teorema di Rouché, g+ f e h hanno lo stesso numero di zeri, e h ne ha k per il
lemma precedente, quindi anche f(aq,...,an—1,2,) ne ha k. O

Teorema 3.5 (della funzione implicita). Sia f olomorfa in A(w, ), regolare di
ordine 1 in w rispetto a z,; allora esistono un policilindro A(w,d) C A(w,r) e
un’unica funzione olomorfa p, definita sulla proiezione D di A(w, d) nelle prime
n — 1 coordinate, tale che f(z1,...,2n) =0 @(21,...,2n-1) = Zn.

Dimostrazione. L’esistenza ¢ data dal lemma precedente. Per l'ipotesi di regola-
rita, fissati (21,...,2n—1) € D esiste un unica radice di f(z1,...,2,-1,2n) vista
come funzione di z,; sia ¢(z1, ..., 2z,—1) questa radice; si deve dimostrate che ¢
¢ olomorfa. Grazie a una forma dell’indicatore logaritmico, si ha

f (zla'“wznflaf)

1 !/
@(21,...7zn71):%/€f(z7...,Zn—1a€)
\ |

1
§—wn|=0n

de.

Quindi essendo rappresentata tramite un integrale di una funzione olomorfa
(perché f non si annulla nell’insieme di integrazione), ¢ ¢ olomorfa. O

Teorema 3.6. Siano frt1,...,[n olomorfe in A(w,r) C C"™ tali che
0fifoz(w) = 6;; e fi(w) = 0 per i,j € {k+1,...,n}. Allora esistono
Okt1y-- - Pn olomorfe in A(w,8) C CF tali che fi(z1,...,2n) = 0 se e solo
sezj =@j(z1,...,2,) perje{k+1,...,n}.

Dimostrazione. Per induzione sun—k: il caso n—k = 1 ¢ il teorema precedente;
si supponga ora che l’enunciato valga per ogni k' > k. Per il teorema della

funzione implicita applicato a f;, esiste un unica 1 tale che f(z1,...,2,) =0«
2n = (21,5 2n-1)5 sia fi(z1,. ., 201) = fi(21,. .0, 2021,9). Per le f; vale
I'ipotesi induttiva, quindi esistono @yy1,...,¢n—1 tali che f; = 0 & z; = ¢ ;
risostituendo f; si ottiene la tesi. O

Definizione 3.7. Sia A(w,r) CC™, F: A(w,r) = C™, F = (f1,...,fm). La
matrice jacobiana di F' ¢ Jp = (9/:/0z;), ;. I si dice non singolare in w se Jp(w)
ha rango massimo; € non singolare se lo ¢ in ogni punto di A(w,r).

Teorema 3.8 (del rango). Sia n > m, F: A(0,r) C C* — C™ non sin-
golare con F'(0) = 0; allora esiste un cambio lineare di coordinate in C™,
w; = E;nzl a;jz; ed esistono funzioni olomorfe in un policilindro di centro 0,
@j(wr, ..., Wn—pm) tali che Fwy,...,w,) =0 w; = @;.

Dimostrazione. Poiché Jp(0) ha rango m, esistono due matrici (cambiamenti
lineari di coordinate) A e B tali che BJp(0)A~! = (011,.). Sia G = Bo F;
ancora, G(0) =0 e G = (gn-m+1:--:9n)s §i = D j—p_pm bij f5- Quindi Jg(0) =
(011 ) e si pud applicare il teorema precedente. O

Teorema 3.9 (della mappa inversa). Sia F': A(0,7) C C* — C™ olomorfa e
regolare allora F é localmente invertibile con inversa olomorfa.
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4. Sottovarieta

Dimostrazione. Si ponga H(z,w) = w — F(z); ¢ olomorfa in un intorno di
0 € (C”)2 e non singolare. Allora ¢ possibile cambiare le coordinate in modo

che Jy(0) = Is,, quindi esiste una mappa olomorfa G = (g1,...,gn) tale che
Hw,z)=w—F(z) =0 & z = G(w). O

4 Sottovarieta

Definizione 4.1. Una sottovarieta di C™ ¢ M C C™ tale che per ogni p € M,
esiste un intorno U di p e una mappa F: U — C™ (m < n) regolare in U e con
MnU = F~10).

Teorema 4.2. M C C" ¢ una sottovarieta se e solo se in ogni puntop € M c’e
un sistema di coordinate olomorfe wy,...,w, centrate in p su un policilindro
A(p,r) tali che M N A(p,r) ={(wy,...,wy) |wy =...=wy, =0}.

Dimostrazione. < Per ipotesi, esiste F: A(p,r) — C™, F(q) =
(wl(Q)77wm(q))

= Per ipotesi esiste F' tale che M NU = F~1(0) e F(p) = 0; sia F =
(f1,- -, fm)- Poiché F' &regolare in p, i vettori (9/i/oz1, ... ,0fi/8z,) con j €
{1,...,m} sono linearmente indipendenti e si possono aggiungere n — m
righe che definiscono la matrice A in modo che (’¥") sia invertibile. Ponen-
do fj =37 jaiziperm<j<neG=(fi,...,[n), siottiene che G ha
matrice jacobiana invertibile e quindi & un sistema di coordinate, che in piu
soddisfa la condizione M NU = { (wy,...,w,) w1 =...=w,, =0} O

Teorema 4.3. M C C" ¢ una sottovarieta se e solo se per ogni p € M esiste
un intorno U di p, un policilindro A(0,8) C C*F e F: A(0,8) — U olomorfa non
singolare tale che M NU = F(A(0,9)). Inoltre si definisce la dimensione di M
come l'intero dim M = k.

Dimostrazione. Innanzitutto, k ¢ indipendente dalla parametrizzazione: se F e
G soddisfano le richieste, allora G~ F & localmente un biolomorfismo, quindi le
dimensioni degli spazi di partenza e destinazione devono coincidere.

Se M & una sottovarieth e p € M, esiste un policilindro A(p,r)
C™ e un sistema di coordinate wi,...,w, tale che M N A(p,7)
{(wi,...,w,) |wy =...=wy, =0}; siano k = n —m e F: A(0,5) C CF
A(p,r) con F(z1,...,2z) = (0,...,0,21,...,2;). Allora F(A(0,0)) = M
A(p, (1, oy Ty 0150 oo, Ok))-

o>l nin

5 Singolarita rimovibili

Teorema 5.1 (delle singolarita rimovibili di Riemann). Sia f: A(0,r)\ {0} C
C — C olomorfa, allora f si estende a una funzione olomorfa f: A(0,r) — C
se e solo se f e limitata in un intorno di 0.

Definizione 5.2. Un insieme X & detto magro se la sua parte interna & vuota.

Definizione 5.3. Un sottoinsieme X C D e sottile se per ogni z € D esiste
una funzione olomorfa non nulla in un intorno U di z tale che X NU C f~1(0).



5. Singolarita rimovibili

Osservazione 5.4. Essenzialmente, gli insiemi sottili sono (localmente) luoghi di
zeri di funzioni olomorfe. In particolare, insiemi sottili sono magri.

Teorema 5.5. Sia X C D wun insieme sottile, D C C™ un dominio, f €
O(D\ X), localmente limitata in ogni punto di X (cioé, per ogni p € X, esiste
A(p,7) tale che fiap\x € limitata), allora f si estende a f € O(D).

Dimostrazione. Si pud supporre D = A(0,7), X = ¢g=1(0), 0 € X e che a meno
di un cambio di coordinate, g sia regolare di ordine £ > 1 rispetto all’ultima
variabile. Per il teorema degli zeri, esiste un polidisco A(0,4) C D tale che se
Z1,..+,2n—1 sono fissati in modo che |z;| < &; per ogni ¢ € {1,...,n—1}, e
(215 y2n—1) # (0,...,0), allora g(z1,...,2n-1,§) ha k radiciin { £ | |¢] < d, }
ed & non nulla per || = ¢,. Si pud allora definire

Flzrs. o) = ;m/fmngn-l,f)dg_

— 2,
|€]=0n

Cosi definita, f e olomorfa in z1,...,2,-1; lo & in z, in quanto la formula e
quella dell’integrale di Cauchy. Inoltre f estende f, poiché in un aperto dove
f e definita coincidono, quindi devono coincidere ovunque per il teorema del
prolungamento analitico. O

Corollario 5.6. Sia D un aperto connesso e X C D sottile, allora D\ X ¢
coNNesso.

Dimostrazione. Si dimostra che D\ X ¢ connesso: siano Dq e Dy due aperti di
D tali che D\)_( =DiUDy, DyN Dy = @; sia f: Dy U Dy — C la funzione
olomorfa definita da fjp, = 1, fip, = 2. Allora per il teorema, f si estende
ad una funzione olomorfa f : D — C, che per il prolungamento analitico deve
essere costantemente 1 o costantemente 2, percio Dy = & o Dy = @. O

Teorema 5.7. Sian > 2, A(0,r) CC", f olomorfa in un intorno connesso U
di OA(0,7), allora f si estende a f € O(A0,7)UU).

Dimostrazione. Siano (z1,...,2,-1) € A(0,(r1,...,7,—1)), allora si ponga

R 1 f(zla"'vzn—laf)

Z1yeeyZn) = — d¢;
f( 1 ) n) 27_”/ g_zn 5;
|§|=7n

ancora, f ¢ olomorfa in tutte le variabili ed & un’estensione di f: se z1,...,2,_1
sono fissati opportunamente, {z | |zp| <7} C U e si ha f(z1,...,2,) =
f(zl7"'azn)' O

Corollario 5.8. Sen > 2, le singolarita isolate di una funzione olomorfa sono
rimovibili (rispetto al teorema di Riemann, cade la richiesta che la funzione sia
limitata in un intorno della singolarita).

Teorema 5.9. Sia D; = A(0,1) CC, D, = A(0,14¢;) CC, D D Dy X...XD,,
D 20Dy x...x 0Dy x Djy X ...x Dy, fe0(D); allora f si estende a f
olomorfa in Dy X ... x Dy x Dy | x ... x Dj.
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6. Forme differenziali

Dimostrazione. Si definisce

R fflv"'vfkvzk+la"'vzn)
Fzsn2n) = (m) _§1‘£—‘zl ey g O

Teorema 5.10. Siano A(0,7) C C™, g1,92 € O(A(0,7)), 91(0) = ¢g2(0) = 0,
V={z€A0,r) ] g1(2) = g2(2) = 0}; allora f € O(A(0,r)\'V) si estende ad
una funzione olomorfa in A0, 7).

Dimostrazione. Si puo supporre che g; sia regolare in 0 rispetto alla variabi-
le z, e che g lo sia rispetto alla variabile z,_;. Allora esiste un policilindro
D = A(0,6) tale che D C A(0,7) e g1(21,...,2,) # 0 per |z]| < J;, per ogni
ie€{l,...,n—1} e |zy| = . Allo stesso modo, si pud trovare un altro polici-
lindro che soddisfi la stessa condizione per gs rispetto a z,_1, ed eventualmente
prendendone uno piu piccolo si puo supporre che questi due policilindri coinci-
dano. Allora V N A(0,7) N (tciz|zn—1] = dn—1 U {2 | |2n] =n}) = @ e si pud
definire

P f Zlv” Zn72v£n717€n)
f(Zl, ey Zn <27m> é_n = Zn_l)(fn — Zn) dgnfldgn D

[€n—1]=0n

|€n]=0n

6 Forme differenziali

Definizione 6.1. Dato D dominio di C™, l'algebra esterna generata da
dzy,...,dzp,d4,...,dZ, su C*(D), con

C*MD)={f:D—C|feC®DCR™)},
cioe il C*°(D)-modulo libero quozientato in modo da verificare le relazioni

dz; Adz; = —dz; Adz;
dfl‘ A de = 7d2’j A dZTi
dz; Ndz; = —dz; A dz,

si denota con &P'4(D); un suo elemento ¢ della forma

‘P:Z%‘,jdzn A.ooNdz, ANdZg AL ANz

con &*(D) si intende } &PU(D) e p € E1Y(D) C £*(D) si dice avere grado
(p,q) e grado totale p + q.

Definizione 6.2. A p € &P si possono applicare gli operatori 9/6z, e 9/az,:

Oy 0p; _ _
T :Z aZdezk/\dzil Ao Adz, AdZG, AL AdZ,

9 0pij ~ B
GBI Z azkjdzk/\dzil/\"'/\dzip/\dzjl/\.../\deq.
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6. Forme differenziali

Si hanno inoltre i seguenti operatori:

o: &r1 ngrl,q
Y = Zk 1 c?zk
o &ra (g’p,q-i-l
Y = Zk 1 sz
d: &4 —, gptlgtl
o — Op+ 0.

Osservazione 6.3. Si ricavano come regole di calcolo:

e ANp) = dp ANp + (=1)Pp A DY
dd =08 =090=0=089+dd

Teorema 6.4 (di Cauchy generalizzato). Sia D C C un aperto connesso con
v = 0D wuna curva semplice chiusa rettificabile; siano U O D un aperto e
f e C>=(U). Allora per ogni z € D, valgono

e TS
- | i [ 402

Dimostrazione. Fissato z € D, si sceglie un disco A = A(z,r) con chiusura
contenuta in D e si pone D, = D\ A; D, & ancora un dominio, di frontiera
D — A =y —~,.. Poiché in D, la funzione (€ — z)~" & olomorfa, 9/aé(¢ — z) "
si annulla e

Of(©)dendE D [ F(O) F(€)de
9 €= 65(5— )d“dg d<§—2>'

Per il teorema di Stokes si ha:

// B dfﬁig // (_Z>d£7/%§ a¢ =
o
/g_zdf /fre —|—z et —
/g(_g)zdffif(reitJrzdt:(L
v 0

. / g(_f)zdg —omif(2).

La seconda uguaglianza si ottiene allo stesso modo. O

11



6. Forme differenziali

Lemma 6.5. Siano D, v, f come nel teorema precedente, allora esistono g, h €
C>(D) tali che 99(=)/az = f(2), oh/az = f(z); inoltre, se f & differenziabile o
olomorfa in altri parametri, anche g e h lo sono.

Dimostrazione. Si definisce
1 f () :
N > d d
9(2) 271 //f—z ENds,
D

da cui si deduce I'ultima parte dell’enunciato; fissato z, sia D,. come nell’ultima
dimostrazione, allora

d(log |€ — 2|*) = d(log(¢ — 2)(€ - 2)) =

= d(log(§ — 2) +log(§ - 2)) = gd_gz + gd_fg’

in quanto log(§ — z) & olomorfa mentre log(§ — z) ¢ antiolomorfa, quindi per
Stokes

/ / A(f(€) log |¢ — =[2d&) = / £(€)log |¢ — 2| dE / F(€)log € — 22 dE =
D, ol Yr
105 N I
Z/aglog|§z| dgAd§+Z/HdgAd§+

D D

Facendo tendere r a 0, gli integrali in D,. si trasformano in integrali in D, quelli
in 7 rimandono uguali e rimane da capire a cosa tende quello in 7,: si pone
E=z+ret, M =sup{|f(&)| | £ €D} < oo, allora

2
lir% /f(ﬁ) log ¢ — z|* dE| = 111% /ff(z + re)2rlog(r)ie”dt| <
Yy 0
< 1ir% M4mrlog(r) = 0.

Di conseguenza si ha
amigls) = — [[ LLagnag+ [ reosle - = ag
D v

e la derivata di g rispetto a Z per il teorema di Cauchy generalizzato da f.
Rimane da dimostrare che anche la derivata di g rispetto a z & differenziabile;
per h si procede allo stesso modo. O

Teorema 6.6 (lemma di Dolbeaut). Sia A un polidisco chiuso, w € &P1(U)
con U 2D A aperto e ¢ > 0; allora dw = 0 se e solo se esiste n € &9~ 1(D) tale
che On = w.

12



6. Forme differenziali

Dimostrazione. Sia v il massimo j per cui dz; € coinvolto in w; la dimostrazione
¢ per induzione su v. Se v = 0, w = 0 e si puo prendere n = 0. Supponiamo
ora I’asserto vero per le (p,q)-forme O-chiuse che non contengono dz,,...,dz,
e sia w =dz, Aa+ 3, dove a e 8 non contengono dz,, . ..,dz,. Il coefficiente di
ogni termine di a & una funzione «; ; € C*(U), quindi per il lemma precedente
esiste g; ; tale che 99i.i/0z, = «; ;; sia v la forma che si ottiene sostituendo i
coefficienti ay; j con i g; ;.

Inoltre, si ha 0 = dw = dz, A Oa + 93, quindi se a; ; non fosse olomorfo in
2k, k > v (equivalentemente, 9%:.i/9z, # 0), in Jw ci sarebbe un termine che non
puo essere cancellato da /3, e viceversa, quindi a; ; e f3;; sono olomorfi in zy,
k>v.

Si ottiene che 0y = dz, A+ 6 e si pone ¢ == w— 0y = 3 — J; in particolare
0p = Ow—00v = 0 e ¢ soddisfa I'ipotesi induttiva, perché né 3 né § contengono
%,. Quindi esiste 1 tale che O = p e w = Y + dp = I(YP + ). O

Grazie al lemma di Dolbeaut si puo costruire la successione

- — £Pq—1 o &P 9 &Lpatl — ...

che soddisfa 9% = 0; si puo quindi parlare di coomologia e si definiscono i gruppi
di coomologia di Dolbeaut come h?2(U), le (p, q)-forme 0-chiuse modulo quelle
esatte.

Teorema 6.7 (Dolbeaut). Sia A un polidisco (anche non compatto), allora:

\

e WPO(A) ¢ costituito dalle (p,0)-forme con coefficienti olomorfi (in
particolare h®°(D) = 0(D));

o hP1(A) =0 per ogni q > 1.

Dimostrazione. Se ¢ € hPO(A), ¢ = >, ¢idzi, A...Adz, e 0 = Jp =
> i1 0oz (3, widzi, A...Adz;,) Adzj, da cui si deduce che 9¢i/oz; = 0 per
ogniie j.

Per il secondo punto, si suppone A = J, A, con A, polidisco con lo stesso
centro e a chiusura compatta, tale che A, C A, .. Si supponga inoltre ¢ > 1;
per induzione su v si vuole trovare una ¢, definita in un intorno di A, e tale
che dp, = o, Pu+1a, = $u- Per v =1 sl tratta del lemma di Dolbeaut; si
suppone ora di aver gia trovato ¢1,...,y, con quelle proprieta, con il lemma
di Dolbeaut si ha una 1 tale che 9¢ = ¢ in un intorno di A, ; sia o € C™
una funzione tale che ojan, =1 e o|cn\a,,, = 0. Dove sono entrambe definite,
O — ¢,) = ¢ —p = 0, allora ancora per il lemma (¢ > 1 implica ¢ — 1 > 0)
esiste ¥ di grado (p,q — 1) tale che 99 = 1 — ¢,.. La funzione ¢, 11 = 1 — do¥
soddisfa le richieste e se si prende 7 con nja, = ¢, si ha OA = ¢, quindi ¢ =0
in hP9(A).

Nel caso ¢ = 1, si costruiscono le ¢, in modo che ¢, = ¢ € Y,11 — P,
sia una forma olomorfa di &7 e [p,41,(2) — ¢u;(2)| <277 su A,. Ancora, ¢4
si costruisce con il lemma di Dolbeaut; per il passo induttivo si trova v con
0(¢ — ¢,) = 0, per cui ¥ — ¢, ha coefficienti olomotfi; per soddisfare la condi-
zione di convergenza, si possono sviluppare questi coefficienti in serie di potenze;
le somme parziali di queste serie sono polinomi p; che singolarmente convergono
uniformemente, ma essendo in numero finito convergono uniformemente insie-
me. Allora esistono dei polinomi tali che |, 11,(2) — ¢u;(2) —pi(2)] < 277 su
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A,.Ma P =3 pidz, A.. .Adz;, ¢ una forma 5:chiusa in quanto ha i coefficienti
olomorfi e si puo fissare ¢, 11 =1 — P. Allora 0¢,+1 = ¢ — 0 = @ e per costru-
zione si ha la condizione di convergenza. Ora, per ogni punto di A, la successione
(pu(2)), € definita da un certo v in poi e i coefficienti convergono uniformemente,
quindi la successione determina una (p, 0)-forma n e n— ¢, = lim,_. @, — Y.
La differenza ha coefficienti olomorfi quindi il limite ha coefficienti olomorfi per
la chiusura delle funzioni olomorfe, quindi 0 = 9n — dp,, = OA — . O

Esempio 6.8. Sia U = C? \ {0}; U & semplicemente connesso, ma h?!(U) # 0.
Siano U; = { (21,22) | i # 0}, r* = |2}| + |23| e si definiscono

= 22
WU, =9 r2’
-
WU, 2912’

. -1, o
sono entrambe forme chiuse su Uy e Us. Ora, (2122)” € olomorfa, quindi
1 s 21 5 22
=05 2
2129 22T zr

0=20

= W‘Ul — (.()|U21

questo significa che le due forme ne definiscono una globale. Per assurdo, sia f
una primitiva di w, allora g = 21 f —#2/r? & ben definita su U e in Uy, 9/, soddisfa
09/z = 0f —w = 0, il che significa che 9/, & olomorfa in U;, quindi a maggior
ragione lo € g. Ma g e localmente limitata in un intorno dell’origine, percio si
estende a C? e ¢(0,22) = %2/|2|? = 25 * che non ¢ olomorfa in 0, assurdo.

Problema 6.9 (Cousin). Siano A C C™ un policilindro non necessariamente
compatto, {U;} un suo ricoprimento aperto; dei dati di Cousin per questo rico-
primento sono delle funzioni h; ; € O(U;NUj) per ogni ¢ e j tali che U;NU; # @
tali che h; ; = —h;; e h; j+h; g +hi; = 0suU;NU;NUj (condizione di cociclo).
Il problema consiste nel trovare f; € O(U;) tali che h; ; = fi — f;.

Esempio 6.10. Si suppone di avere delle primitive locali di una 1-forma, y; per
ogni U; e sia h; j = ¢; — ¢j; risolvere il problema di Cousin con questi dati
significa riuscire a incollare le primitive (prendendo ¢; — f;).

Teorema 6.11 (Cousin). Assegnati dei salti locali h; j € O(U; NU;) per un
ricoprimento di un polidisco A, esistono f; € O(U;) tali che h; j = fi — f;.

7 Germi di funzioni e di insiemi

Definizione 7.1. Un germe di funzione olomorfa in w € C" & una classe di
equivalenza di funzioni olomorfe in un intorno di w rispetto alla relazione f ~ g
se e solo se esiste un intorno W di w contenuto nell’intersezione dei domini di
definizione e tale che fj;r = gjw. L’insieme dei germi in w si denota con &, .

Osservazione 7.2. Si ha ovviamente 0, ., = 0, o, che si indica anche solo con
O,. Questo € un anello integro: se fg = 0, esiste un intorno U di 0 tale che
(fg)lU = 0 come funzione; se esiste z € U tale che f(z) # 0, per continuita f &
non nulla in un aperto contenente z e ivi g € identicamente nulla, quindi g = 0
per il teorema d’identita.
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7. Germi di funzioni e di insiemi

Si puo allora costruire il campo dei quozienti dell’anello &, il campo dei
germi delle funzioni meromorfe in 0, che verra denotato .#,,. Le unita dell’anello
0, sono i germi delle funzioni che non si annullano in 0; i germi che si annullano
in 0 formano invece un ideale massimale, percio &, ¢ locale.

L’anello &, si puo vedere come 'anello delle serie analitiche convergenti in
n variabili, C{z1,...,2,}. Per lavorare su 0, si considereranno le inclusioni
Opn-1 — Op_1][zn] — O,: il primo passaggio ¢ semplice, si tratta soltanto
dell’anello dei polinomi in una variabile; il secondo richiede invece il teorema di
preparazione di Weierstrass.

Definizione 7.3. Un polinomio q € &,,_1[z,] & detto polinomio di Weierstrass
se q = z,]i + Z:l:_ol a;z} con a; € m < 0,1, ciod se per ogni 4, a; si annulla in 0.

Teorema 7.4 (di preparazione di Weierstrass). Sia f € 0, regolare di ordine
k in 0, allora esiste un unico polinomio di Weierstrass h di grado k tale che
f =uh conu € O, unita.

Dimostrazione. Si puo pensare che f sia regolare di ordine k in 0 rispetto a
zn; allora esiste un policilindro A(0,d) dove f & definita e tale che per ogni
Z1y..+yZn—1 CON |2;| < &;, f come funzione della sola z, ha k radici in |z,| < d,
e non ne ha in |z,| = d,. Siano @;(z1,...,2,-1) con i € {1,...,k} le radici:
le ¢; non sono necessariamente continue perché non c¢’¢ un modo canonico di
ordinare le radici, ma le funzioni simmetriche elementari > | ;, > wi@j, ..., [[ ¢:
sono ben definite. Si ha

1 8f(21 N | f) 57’

T ) N )

(21, ..., 2n_1) = — d¢;
;%( b Enel) = o o€ o)

la funzione f(z1,...,2n—1,&) &€ non nulla per || = d,,, quindi le ¢! sono olomorfe.
Denotando con agy,...,a, le funzioni simmetriche elementari, si ha che h =

28+ 3" ;20" & un polinomio di Weierstrass in quanto le a; sono olomorfe e
soddisfano a;(0) = 0, dato che ¢;(0) = 0. Infine, f/n € 4, & in realtad un’unita,
poiché le radici di h sono le stesse di quelle di f e con la stessa molteplicita, e
h per costruzione e 'unico polinomio di Weierstrass con questa proprieta. [

Teorema 7.5 (di divisione). Siano h € O, _1[z,] un polinomio di Weierstrass
di grado k e f € O,; allora esistono unici g € Oy, er € On_1[z,] con degr < k
tali che f = gh+r. Inoltre, se f € O,_1[zy], anche g € O _1]zy].

Dimostrazione. Sia A(0,d) un policilindro dove f e h sono definite tale che
h(z1,...,2n) Z0per |z <d;, 1€ {1,...,n—1} e |z,| = 0. Siano

__ 1 f(zla'--;zn—hg)
g(Zh“.,Zn) o %/ h(zlv"';zn—lag)(gfzn)dg
[€]=6n
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er:= f— gh, cioe

i f(zlw-'aznflag)

ey Zn) = dé—
r(21 o) 271 &—zp ¢
[€]=0n
1 h(z1,. ..y 2n) f(zl,...,zn_l,f)dgz
2wt ) h(z1,...,20-1,§) £— 2z,
|§|:5n
_ L[ fCrze) Moz bz g
21 ) h(z1,...,2n-1,€) &— 2z, ’
‘5‘:671
la variabile z, viene coinvolta solo nell’ultima frazione e se h(z1,...,2,) =

2k + 370 a2t il numeratore risulta (% — 2F) + 307 a;i(€77F — 277, che
& divisibile per £ — z,: quindi r € un polinomio in z, di grado al piu k — 1.
Se inoltre f € 0,_1[z,], I'ultima conclusione deriva dal teorema di divisione
nell’anello dei polinomi.

Per P'unicita, se f = gh+r = g’h + ¢/, allora r — ' = h(g — ¢'); poiché il
secondo membro si annulla in generale k volte e il primo al piu k& — 1, segue che
r =17’ e di conseguenza g = ¢'. O

Lemma 7.6. Sia f un polinomio di Weierstrass, allora f & riducibile in O, se
e solo se & riducibile in Op_1[zy].

Dimostrazione. < Se f ¢ riducibile in &,,_1[z,] allora f = g1g2 con g; non
unita; se per assurdo g; fosse una unita di &,, si potrebbe scrivere /g, = go
e applicando il teorema di preparazione seguirebbe che g; 1 e On—1zn],
assurdo.

= Se f = gi1g2 in O, con g; non unita, allora g; = u;h; € f = uiushihs,
ma hihe € ancora un polinomio di Weierstrass e per l'unicita della
preparazione ujus = 1 e hihe = f, quindi f & riducibile in @,,_1[z,]. O

Proposizione 7.7. L’anello O, ¢ un UFD noetheriano.

Dimostrazione. Per induzione su n: se n = 0, 0,, = C quindi la tesi ¢ verificata;
se Oy ¢ un UFD noetheriano per ogni k < n, sia f € 0, allora f = uh e h si
scrive a meno di unita in modo unico come prodotto di fattori irriducibili, che
sono irriducibili anche in &, per il lemma, quindi si ha la decomposizione, che &
unica perché gli irriducibili di &, 1o sono anche in &,,_1[z,]. Per la noetherianita,
Orn—1]zn] € noetheriano per il teorema della base di Hilbert; sia I < &,, un
ideale, allora AN O,_1[z,] = (h1,...,hs). Sia g € A regolare in z,; per il
teorema di preparazione si pud assumere che g € 0,,_1[z,]. Si dimostrera che
I=(hi,....,hs,9):se f €1, f=gt+r,percuir € INO,_1[z,] er =>"_| hir,
dacui f=gt+ >, hiri. O

Definizione 7.8. Dato K C C" chiuso, 'insieme dei germi di funzioni olomorfe
su K e Ok ed & l'insieme delle funzioni olomorfe su un aperto che contiene K
modulo 'uguaglianza su un aperto che contiene K.

Osservazione 7.9. Poiché 0 C C(K,C), se K ¢ compatto si pud definire la
seminorma || f|l , = sup{|f(2)| | z € K }; questa, vista in O (non in C(XK, C)),
diventa una norma se K° non ¢ vuoto. Se F' = (fi,..., fp) € 0%, si definisce
I = max || f| -
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7. Germi di funzioni e di insiemi

Teorema 7.10 (di divisione esteso). Sia h olomorfa in U 2 A(0,r), tale che
hg, il suo germe in 0, sia un polinomio di Weierstrass in z, di grado k. Si
supponga inoltre che per ogni (a1,...,an—1) con |a;| < r;, tutte le radici di
h(ai,...,an—1,2n) siano in |z,| < r,. Allora, per ogni f € Ox,, esiste k >
0 tale che f = gh +p, con g € Oxyy € P = D Pj(21,- -5 2n-1)2n; inoltre
190500y < K150 € I2sll50) < K 1500

Dimostrazione. Poiché f € Ox gy, | € olomorfa in un aperto U 2 A(0, 7 + 2¢)
e si puo supporre che le ipotesi valgano anche su questo policilindro allargato; si
integra relativamente al policilindro A(0, r+¢), per cui risulta, con procedimenti
simili a quelli del teorema di divisione,

N 1 f(zla-~'azn—1?§)
g(zla-"az’ﬂ) - %/h(zl,,..,anl,g)(g_zn)d€7
[€l=rnten

mentre p = f — gh risulta determinato da

]. /h;(zl,...,Zn_l,t)f(zl,...,zn_l,t)

2mi h(z1y. .y 2n—1,1t)

pj(zla"-azn—l) = dta

[t|=rn+en
dove le h} sono funzioni simmetriche dei coefficienti di h.
Si maggiorano i coefficienti di p: il denominatore all'interno dell’integrale

non si annulla mai, inoltre l'integrale dipende solo dalla classe di omotopia del
cammino, per cui equivale allo stesso integrale calcolato in |t| = r,,. Sia ora

*
hj(zlv"‘vznfla

)
b =sun | S| sl <l =ra |

allora |p; (21, ..., zn—1)| < rak; [ fll a0, -
Per g, si nota che h(z) non si annulla sulla circonferenza, quindi per ogni
punto sul bordo del policilindro vale

lg(2)| = W < % (1 + ZW’%‘) a0 -

Ponendo £ il massimo delle costanti trovate finora, si trova la maggiorazione. [

h(zla sy Rn—1,

Osservazione 7.11. 1l teorema non & un’estensione banale del teorema di divisio-
ne: scegliendo opportunamente 'ultima dimensione, il teorema vale su “molti”
policilindri contenuti in un aperto fissato.

Teorema 7.12. Sia U un aperto contenente 0 in C" e siano Gi,...,G,4 €
O(U), con i germi di Gy,...,Gq in 0 che generano un certo modulo M C OF;
allora eventualmente cambiando linearmente le coordinate, esiste un policilindro

A(0,7) contenuto in U tale che per ogni F' € Mxq,y, dove
Mgy ={Fe 0%, | FoeM}

e Fy e il germe di F in 0, F & generato dalle G; con coefficienti olomorfi nel
policilindro: F' =371 | hiG; con hi € Oawq € 10l < K IF a0,

Osservazione 7.13. Anche qui, il policilindro & fissato prima della F: non & la
banale considerazione che se i germi in 0 sono in numero finito, allora esiste un
aperto su cui sono tutte olomorfe.
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8 Spazi analitici e germi di spazi analitici

Si sono gia definite le sottovarieta U C C™: localmente, sono luoghi di zeri di
funzione olomorfe (per ogni punto della varieta, esiste un intorno in cui la varieta
si descrive come z; = ... = z. = 0). Non ¢ vero il contrario, che il luogo degli zeri
di polinomi descriva una varieta; ad esempio, per X = { (21, 22) | 2122 =0}, al di
fuori dell’origine per il criterio Jacobiano si ha una varieta; nell’origine pero non
puo essere una varieta: se si prende un intorno opportuno U di 0, X NU\ {(0,0)}
dovrebbe apparire come un policilindro in C*~! meno un punto, quindi sarebbe
connesso, ma questo € sconnesso e quindi X non ¢ una varieta.

Se si prende il cono, X = { (21, 22, 23) | 23 = 2122 } C C?, ¢ una varieta al di
fuori di (0,0, 0) ma nell’origine non lo &: X intersecato un intorno dell’origine do-
vrebbe apparire come una sfera 4-dimensionale, quindi togliendo 'origine rimane
semplicemente connessa; ma la mappa (u,v) — (u?,v?,uv) & un rivestimento
doppio e il bordo dell’intorno si mostra essere un P3.

Definizione 8.1. Un insieme X C U C C™, con U aperto, € uno spazio
analitico se per ogni a € U, esiste un intorno V, di a tale che X NV, =
{zeVo| fi(z)=...=fu(z) =0} con f; € O(V,). In particolare, tutte le
varieta algebriche affini (luoghi di zeri di polinomi) sono spazi analitici.

Teorema 8.2. Se X C U é un insieme analitico, allora é chiuso, magro e non
sconnette U.

Dimostrazione. Per dimostrare che e chiuso, sia x € U e sia x = lim, o Ty,
con x, € X, si deve dimostrare che z € X. Per definizione z ha un intorno V'

tale che X NV ={ze V| fi(z) =... = fi(2) = 0}; definitivamente, z,, € V,
ma f; sono in particolare continue e se si annullano in ogni z, si annullano
anche in x, cioe z € X. Gli altri punti erano gia stati dimostrati. O

Teorema 8.3. Siano F C O(U) una famiglia di funzioni olomorfe, X = 7Z(F) :
={xeU|(VfeZF)f(x)=0}. Allora X ¢é uno spazio analitico*.

Dimostrazione. Siaz e U e %, ={f, | f € % };si considera 'ideale I generato
da %, in 0, ,, ma questo ¢ un anello noetheriano, quindi I = (¢1,...,g4) con
gi = 23:1 hijfj con f; € F,: si possono scegliere i generatori di I in %, (le f;
generano I e sono un numero finito).

Si applica il teorema dei moduli: g; sono germi di funzioni olomorfe su U

ese f € Oxp,y € fo € F, allora f = Z;’?:l hjg; con h; € O(A(0,r)). Si

scrive XNA(0,7) = {z | g1(2) = ... = go(2) = 0}: infatti X NA(0,7) = Z(F)N
A0,7) D Z(g1,---,9¢) 2 Z(F)NA(0, r): la seconda inclusione & banale, la prima
deriva dalla scrittura di f fatta precedentemente. O

Definizione 8.4. Siano X e Y insiemi qualunque definiti in U e V', con 0 €
U NYV;sidice che X e Y sono equivalenti se esiste W con 0 e W C U NV tale
che X NW =Y NW. La classe di equivalenza corrispondente si chiama germe
d’insieme in 0.

Definizione 8.5. Un germe di spazio analitico in 0 & un luogo di zeri di un
ideale in ,. L’insieme dei germi si denota con %,,.

Lo (U) non & un anello noetheriano, quindi questo teorema ha senso
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8. Spazi analitici e germi di spazi analitici

Esercizio 8.6. 1l luogo di zeri di un’ideale in &,, & una classe di equivalenza di
insiemi analitici definiti in un intorno di 0.

Teorema 8.7. Se X e Y sono germi di spazi analitici, allora lo sono anche
XNY eXUY.

Dimostrazione. Si ha X = Z(f1,...,f;) e Y = Z(g1,...,9s), allora si avra
XﬁY:Z(fl,...,fq,gl,...,gs)eXUY:Z(fZ‘gj). O

Osservazione 8.8. Sia X € B, alloral(X) :={f € 0, | Z(f) 2 X } ¢ un ideale
di 0,; viceversa, se I & un ideale in 0, Z(I) € £,

Teorema 8.9. Dati Vi, Vs € B, allora:
1. Vi 2 Vo = I(V1) CLI(Ve);

Vi # Ve =1(Vi) #1(V2);

I D1, = Z(L) C Z(Is);

(V) ¢é radicale;

ZI(V)=V;

Z(I) = Z(x(1));

NS Gvoh e e

1Z(I) D r(I)2.
Dimostrazione. 1. Ovvio.

2. Se Vi =Z(g1,...,9¢) # Z(f1,..., fs) = Vo allora esiste un intorno W di
zero in cui tutto e definito ed esiste zy € V1 \ Vo U Vo \ V4. Si puo quindi
trovare una successione (z,) convergente a 0 e tale che z, € Vo \ Ve

gn(zn) # 0, quindi g, ¢ I(Va).

3. Si procede allo stesso modo del punto precedente.

4. Sia f € r(I(V)), cioe f" € I(V), allora Z(f") 2 V, ma Z(f") = Z(f),
quindi f € (V).

5. Ogni f € (V) si annulla in tutto V', quindi V' C ZI(V); viceversa, poiché
V eun germe, V =Z(f1,..., fr) con f; € [(V), cioe f; si annulla su ZI(V),
il che significa che ZI(V) C Z(f;) per ogni i, da cui la tesi.

6. Poiché I C r(I), sicuramente Z(I) D Z(x(I)), viceversa, se f € r(I), f* € I
e quindi f si annulla su Z(7I), da cui si ha laltra inclusione.

7. Se fer(I), f st annulla su Z(r(I)) quindi f € IZ(r(I)) =17Z(I). O
Definizione 8.10. Sia V € %, V si dice riducibile se esistono Vi,V € %,
tali che V; #V e V =V; U Va; V & irriducibile se non e riducibile.

Teorema 8.11. V ¢ irriducibile se e solo se I(V') & primo.

2In un anello dei polinomi, questa sarebbe un’uguaglianza (teorema degli zeri o Nullstel-
lensatz). Nel caso analitico, si vorra dimostrare che si ha I'uguaglianza almeno nel caso che T
sia primo
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9. Nullstellensatz per ideali primi

Dimostrazione. = Se I(V') non e primo, esistono f1, fo € O, tali che f; ¢ V
ma fifa € V;allorasi pone V; =Z(f;) e V=(VinV)u(VoUV).

< Si suppone che V sia riducibile, allora V' = V3 UV, con V; # V, allora
I(V)) CI(V;); esiste allora f; € [(V;) \I(V) e f1f2 € I(V). O

Corollario 8.12. Sia V = Z(f), allora V ¢ irriducibile se e solo se f = p* con
p € Oy, irriducibile’.

Teorema 8.13. Sia V € %, allora esiste un’unica decomposizione V =
Ui, V; con V; drriducibile e tale che per ogni j, V; C Uie{l s} Vi.

Dimostrazione. Sipud scrivere I(V)) = py ... ps con p; primo e la decomposizione
non & ridondante perché lanello ¢ a fattorizzazione unica. Allora V; = Z(p;) da
una decomposizione che soddisfa le richieste. Per I'unicita, se V = |J,V; =
U; W, allora per ogni j, W; C |J; Vi, allora per lirriducibilita di W;, deve
esistere o tale che W; C V;;; viceversa, V; C W_,(;) e cosi via. Si conclude che
le due decomposizioni sono uguali. O

9 Nullstellensatz per ideali primi

Lemma 9.1. Siano f,g € O, primi fra loro (grazie alla fattorizzazione unica
questo significa soltanto che le loro decomposizioni non hanno fattori comuni);
allora esiste un sistema di coordinate* z1,...,z, ed esistono \,u € O, tali che

07£)‘f+ﬂg€ ﬁnfl'

Dimostrazione. Esiste un sistema di coordinate in cui f = uP e g = vQ con u, v
unitd e P,Q polinomi di Weierstrass coprimi ('irriducibilitd in &, & la stessa
che in &,,_1). Sia % il campo dei quozienti di &,,_1, allora esistono h, k € .F[z,]
tali che hP + k@ = 1 per il teorema di Bézout. Liberando dai denominatori si
ottiene la relazione NP + //Q = a € 0,,_1; ponendo A = Nu~t e p = p'v=! si
ha la relazione Af + pug = a # 0. O

Teorema 9.2 (Nullstellensatz per ideali principali). Sia g € 0, irriducibile (in
particolare, (g) & un ideale primo di O, ); allora 1Z(g) = (g) in O,.

Dimostrazione. Si puo supporre che g non sia la funzione nulla né un’unita;
cambiando opportunamente le coordinate, si puo scrivere ¢ = uP con P poli-
nomio di Weierstrass irriducibile di grado k. Ovviamente si puo supporre che
g = P senza perdita di generalita. Sia f € 1Z(g); si sa esistere un sistema di
coordinate in cui sia f che g sono entrambi polinomi. Se f non & un multi-
plo di g, f e g sono coprimi in quanto g ¢ irriducibile, allora dal lemma si ha
0# Af+upg =p € 0,_1. Questa & una relazione tra funzioni (non solo tra germi)
in un opportuno A(0, ), scelto in modo che per ogni (a1, ...,an—1) con a; < rj,
il polinomio g(ay,...,an—1,2,) abbia almeno una radice in |z,| < r,. Preso
20 € A0, (r1,...,7n—1)) esiste z, tale che (29, z,) € A(0,7) e g(20, 2n) = 0. Ne
consegue che f(zp,2,) =0 e p(z9) = 0, in quanto p non dipende da z,. Allora
per larbitrarieta di zg, p € identicamente nulla, che contraddice I'ipotesi usata
per il lemma, cioé f e g non sono coprimi o equivalentemente f € (g). O

3Non & detto che f generi I(V).
4Cio significa sempre un cambiamento lineare di coordinate, che induce un automorfismo
dell’algebra O, .
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9. Nullstellensatz per ideali primi

Corollario 9.3. Sia f € O,, f = [[;_, p!" la sua decomposizione nell’UFD
Oy; allora Z(f) = Z(p1)U...UZ(ps) & la decomposizione di Z(f) in componenti
irriducibili.

Dimostrazione. 1 fattori di f sono irriducibili, quindi (p;) & primo e Z(p;) &
irriducibile; I'uguaglianza insiemistica ¢ banale in quanto &, ¢ un anello integro.
Se la decomposizione fosse ridondante, si avrebbe Z(p;) C Z(p;), allora I1Z(p;) D
1Z(p;) e (pi) 2 (p;), ma questo non & possibile perché si avrebbe p; | p;. O

Osservazione 9.4. Sia I C 0, un ideale; 0, & un anello noetheriano quindi esiste
la decomposizione primaria I = (;_; Q; con Q; primari. Ma IZ(I) D r(I) D I
quindi si puo partire da un ideale radicale, che nella decomposizione primaria
ha solo ideali primi: (/) = p1 N ... N ps in modo non ridondante (questi ideali
primi sono quelli associati agli ideali primari @;). Allora 1Z(r(I)) = I(Z(p1) U
L UZ(ps)) = 1Z(p1) Nn... N IZ(ps). Quindi si osserva che per dimostrare il
Nullstellensatz e sufficiente dimostrarlo per gli ideali primi.

Sia quindi p primo in &,; se & lideale nullo, Z(p) = C™ e chiaramente
I(C™) = (0). Ci si restringe quindi al caso (0) € p € (1); 9»/p & un dominio,
quindi si puo costruire il suo campo dei quozienti. Si vuole dimostrare che .7,
il campo dei quozienti di @»/p, & un’estensione algebrica finita di Z, il campo
dei quozienti di @y, per un preciso k, che rappresentera la dimensione® di Z(p)
e che 9x/p & intero su Oy.

Definizione 9.5. Un sistema di coordinate z1, ..., z, € regolare per p se esiste
k < n tale che pN &y, = {0} (quindi si puo pensare a »/p come a un y-modulo),
Onfp & intero su O e N1 = 7(2k+1) € un elemento primitivo di Z su Fy. 1l
massimo k per cui questo avviene e detto dimensione di p.

Teorema 9.6. Ogni ideale primo ammette un sistema di coordinate regolare.

Dimostrazione. Si dimostrera inizialmente, al posto della terza condizione, che
w(2k+1),---,7(2n) sono algebrici su %y e generano .# (il che implica che
[F 1 F] < 0).

Per induzione su n: se n = 0 non ci sono ideali primi non nulli, quindi non c’e
niente da dimostrare. Si suppone che le prime due condizioni e la quarta valgano
per ideali primi di &, _; e sia p primo in &,. Se p = 0, chiaramente k = n e
ancora non c’e¢ niente da dimostrare. Si suppone quindi (0) C p C &, e sia 0 #
f € p; con un cambio di coordinate, f = up con u unita e p = 2 + Z?;ol a; 2},
a; € On_1, a;(0) = 0 polinomio di Weierstrass, che differendo da f per una
unita, appartiene a p.

L’ideale p’ = p N 0,1 ¢ primo e vale l'ipotesi induttiva, quindi a meno
di un cambio di coordinate, esiste k < n — 1 tale che p' N &), = (0), Fn/p’ &
intero su O € zgi1,...,2n_1 generano %’ su F. In questo caso si sceglie lo
stesso k: pN Oy = (p' N Op—1) N O = (0) e la prima condizione & verificata;
in 9n/p, z, verifica un polinomio monico a coefficienti in »-1/p’, quindi 7, &
intera su @»-1/p’ che ¢ intero su O, quindi la prima & intera sul terzo. Sia
g € O, generico, dividendo si ha ¢ = pH + Z::_ll bzl con b; € O,_1, allora
m(g) = Z:;ll bin;. Si ottiene che g modulo p € un polinomio in 7, e 7, € intero

5Nel caso algebrico si ha l'invariante del grado di trascendenza del campo delle funzioni
sul campo base; questo non ¢ piu significativo nel caso analitico in quando anche solo in C si
possono avere con facilita gradi infiniti.
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9. Nullstellensatz per ideali primi

su O}, percio w(g) ¢ intero su 0. Per l'ultima proprieta, 1, genera =/p su
In-1/p’, il quale & generato su Oy, damgq1, ..., mn—1 per ipotesi induttiva; allora
NMk+1, - - - » N, gENErano & su #. K un’estensione algebrica con un numero finito
di generatori, allora [.% : %] < 0.

Rimane da provare la terza condizione: un elemento primitivo di .% su %},
¢ della forma Y77, ¢in; con ¢; € C. Si possono cambiare le coordinate con

’ .. / o n . .
z; =z perognii <k, z,_ , = Zi:k+1 ciz; e siscelgono le ultime tra zg11, ..., 2,
in modo che siano linearmente indipendenti. O

Sia quindi z1,..., 2k, Zk+1,- - -, 2 Un sistema di coordinate regolari per p.

Sia n; = m(z;); questo & intero su O, e sia ¢; € O[z] il suo polinomio minimo,
di grado r;. Si ha ¢;(z;) € Oklz;] Np poiché 7(g;) = ¢;(7(2;)) = g;(n;) = 0; in
particolare per ’elemento primitivo, qrt+1(zx+1) € Ok[zk+1] N p. Sia h € O[z],
allora h(ng+1) = 0 se e solo se h & multiplo di gx+1 (perché gy € il polinomio
minimo) se e solo se h(zx+1) € p, cioe O [zx+1]Np € un ideale principale generato
da qgy1-

Poiché nr+1 € un elemento primitivo, tutti gli elementi di % sono polinomi
in 741 e in particolare n; = s;(nk+1) con s; € Fylx].

Teorema 9.7. Sia D il discriminante di qg11, cioé il risultante di qr11 € qj 5
D € Oy e si ha s; =t/D (cioé Ds; € Oylz]).

Grazie al teorema, Dz; — t;(2x+1) = D(2; — s;(2k+1)) € p. Si e dimostrato
che pN Or11 = (qe+1(zk+1)) € che tutte le altre variabili sono funzioni razionali
di 241 con denominatore universale D.

Lemma 9.8. I polinomi q;j(z;) sono polinomi di Weierstrass in Oy[z;].

Dimostrazione. 1l polinomio g; ¢ minimo in z;, percio ¢ regolare in z; di ordine
r;. Per il teorema di preparazione, q¢; = uv; con v; polinomio di Weierstrass
di grado r; e u unita di &,,. Allora in /p, 0 = g;(n;) = u(n)v;(n;); u(n) # 0
in quanto ¢ un’unita, ma allora v;(n;) = 0, allora ¢;(z) | vj(x), ma hanno lo
stesso grado e sono monici, percio deve essere ¢; = v; e ¢; € un polinomio di
Weierstrass. O

Si hanno quindi i polinomi g;(z;) e Dz; — t;(2;) dentro p; si considera I
I’ideale generato da questi polinomi e

I = (qes1(2r41), Dzgyr — teg1(2rs1)s - - Dz — to(20));

si ha la relazione Iy C I; C p, quindi Z(I3) 2 Z(I1) 2 Z(p) e si vuole dimostrare
che Z(I2) \ Z(D) = Z(11) \ Z(D) = Z(p) \ Z(D).

Teorema 9.9. Sia O C Onfp, 1= ny1 = 7(2k11) genera F su Fy; sia q il
polinomio minimo di 1 (di grado r) e D il suo discriminante. Allora, per ogni
YE Onfp, y= Z::_Ol bﬂ]i con Db; € Oy.

Dimostrazione. Si sa che 0, ¢ integralmente chiuso in .%,, (con la stessa dimo-
strazione che si fa per ogni UFD), allora basta dimostrare che Db; € %, ¢ intero
su 0. Ora, n ha tutti i coniugati in F', il campo di spezzamento di ¢, e il gruppo
di Galois e transitivo sulle radici. Sia o; € Gal (#/#,) tale che ¢;(n) = 9; ¢ il
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9. Nullstellensatz per ideali primi

j-esimo coniugato, con o1 = Idpg. Si trasforma l’equazione di y tramite questi
automorfismi:

y = bo+bin+...+by_n"!
O’Q(y) = b0+b1’l92+...+bn_1’l9;_1
O'T(y) = bo+bi¥,+...+ bn_ﬂgﬁ_l.
Questo insieme di equazioni si pud pensare come un sistema di equazioni con
incognite by, ...,b,_1 e termini noti ¥4, ...,?9,, ma la matrice del sistema & la
matrice di Vandermonde di #4,...,%,, quindi si conosce il suo determinante.

Applicando Cramer, b; = 1/sdet A; dove ¢ ¢& il determinante di Vandermonde
di ¥1,..., 9, che risulta [, _;(¥; — ¥J;), ma il discriminante ¢ dato da D = 52.

Allora Db; = 6 det A;, dovedet A; = h;(1,...,9;,...,9,01(y),...,0.(y)) con
h; un polinomio a coefficienti interi. Inoltre, dal fatto che n ¢ intero su &), si
deduce che 9J; lo & per ogni ¢, quindi anche y e o;(y) lo sono. Poiché Db; & un
polinomio di elementi interi a coefficienti interi, ¢ intero su 0y, ma poiché 0y, ¢
integralmente chiuso in %}, a cui Db; appartiene, Db; € O}, O

Lemma 9.10. Siano Z; = Z(1;) e Z = Z(p). Allora Zy \ Z(D) = Z3 \ Z(D).

Dimostrazione. L’inclusione Z1 \ Z(D) 2 Z3 \ Z(D) & chiara; per l'altra si deve
dimostrare che g;(z;) si annulla su Zy \ Z(D) per j > k + 1. Si aveva che
0=q;(n;) = ¢;(D7't;(Mk+1)) in quanto D (z;) = t;(m(2k4+1)). Una potenza di
D abbastanza elevata, moltiplicata per ¢;(n;), elimina tutti i denominatori e da
come risultato un polinomio h;(x) € O[z]. In particolare, ;11 € una radice di
hj, quindi gx41 | h; perché giz41 ne & il polinomio minimo, e h; = Q;qr+1-

Tutti i germi visti sinora sono in numero finito e quindi si estendono
a funzioni olomorfe su un polidisco A(0,r). Sia a = (ag, Ag41,---,an) cON
apg = (a1,...,ax) € (Z2\ Z(D)) N Ak, Ar = A(0,(ry,...,7%)). Allora
qk+1(a0,ap+1) = 0 perché a € Z, ma D(ag) # 0 perché a ¢ Z(D); inoltre
poiche a € Zs, sono verificate le D(ag)a; = t;(ao, ar+1). Si ha

0= Qj(ag, art1)qk+1(ao, axt1) = hj(ag, ag1) =

ti(ao, ar41) r
- D 3 .
D(ao) (aO) qj (a03 aj)a

cioé ¢; si annulla su Zy \ Z(D). O

= D(ao)"

Lemma 9.11. Siano o = Z?:k+2(rj —1) e f € O,; allora esiste R € Oy[z41]
con grado minore di riy1 tale che D*f — Re 1.

Dimostrazione. Si divide f per q,: f = Ang, + Z:;al A”Lz; con A;, € O;
si dividono gli A;, per g¢n-1: f = Angn + Apn—1qn—1 + Rp—q1 con R,_1 €
Opn—2lzn-1,2,); proseguendo, si arriva a f = Z;:kﬂ Ajqj + R con R €
Okl2k+1; - -, 2n) € D*R’ & un polinomio in 241, D249, ..., Dz,. Ora, Dz; =
Dz; — tj(2k+1) +1; (2k+1) e si ha

Daf = Z A;.qj (Zj) + R//(2k+1, Dzk+2 — t}g+2(2k+1), ey, Dz, — tn(zk+1))+
j=k+1

+ R”(Zk+1, tk+2(2k‘+1)7 - ,tn(2k+1)).
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Dividendo R” per g1 si ottiene R = Qqr+1(2k+1) + R con deg R < Thal;
allora

n
D*f — R= Z A;q]' + R+ Qqry1(2zk41) € I1. [
j=k+1

Proposizione 9.12. Z\ Z(D) = Z, \ Z(D).

Dimostrazione. Ancora, I'inclusione Z \ Z(D) C Z; \ Z(D) & ovvia; per laltra
si deve dimostrare che se f € p, D*f € I;. Per il lemma precedente, esiste
R € Ozp41] di grado minore di 744 tale che D®f — R € I;; poiché f € p e
I, Cp,siha Re I Cp, quindi 7(R(2p41)) = R(rg1) = 0, ciod ng41 & radice
di R che quindi deve essere divisibile per qx+1, ma per il grado di R questo
significa che R = 0 e quindi Df € I;. O

Teorema 9.13 (Nullstellensatz). Sia p C &, ideale primo, allora 1Z(p) = p.

Dimostrazione. Siano Z = Z(p), e f € 1(Z); allora D*f = Q + R(z,41) con
Qele R di grado minore di rgy1. Poiché I; C p, sia @ che R appartengono
a I(Z); dai lemmi precedenti, segue che R si annulla su Zy \ Z(D). Si possono
rappresentare tutti questi germi come funzioni olomorfe sul polidisco Ay, C
A(0,7); sia ag € Ay tale che D(ag) # 0; scegliendo opportunamente il polidisco,
esiste a1 con |agt1| < rr41 radice di grpi1(ao,x) e sia a; = ti(ar+1)/D(ay).
Allora g;j(ag,a;j) =0 e (ao, Grt1,---,an) € (Z2\ Z(D))NA(0,r) e in particolare
la n-upla annulla R. Ma questi punti sono TL+1 per ogni ag e per il grado di R,
questo deve essere nullo ovunque.

Allora, D*f =Q+ R=Q € I; C p, ma p & primo e non contiene D, quindi
D*f € p implica f € p. O

Teorema 9.14. e Z\Z(D) ¢éun manifold complesso di dimensione k;

e se m: C* — CF ¢ la proiezione sulle prime coordinate, Mz\z(D): Z \
Z(D) — Ag \ Z(D) ¢é un rivestimento a ry1 fogli;

e mMyz: Z — Ay e una mappa olomorfa e propria, e Z ¢ la chiusura di
Z\Z(D);

e Z\Z(D) ¢é connesso e V ¢é irriducibile.
Definizione 9.15. Sia p un ideale primo di &, con coordinate regolari

21y -y 2ky 21y - - - 5 2n; il policilindro A(0,7) C C™ & ammissibile per p se, posto
A(0,p) € CF con p; = r; per 1 < i <k, si verifica che:

e tutti i germi g; e ¢; sono ben definite funzioni olomorfe in A(0, p);
e D ¢ olomorfo in A(0, p);
e se a € A(0,p) e gj(a,b;) =0 allora |b;| <r; per j € {k+1,...,n}.

Lemma 9.16. Se z1, ..., 2k, Zk+1, - - -, 2n € un sistema di coordinate regolari per
p, allora per ogni r sufficientemente piccolo, A(0,1) & ammissibile per p.

Dimostrazione. 1 germi considerati sono in numero finito, per cui in un poli-
cilindro sufficientemente piccolo sono tutti definiti come funzioni olomorfe; la
seconda condizione ¢ verificata grazie a un lemma precedente; la terza deriva
dalla regolarita di g;. O
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Lemma 9.17. Se A(0,7) é un policilindro ammissibile per p allora il germe
Z \ Z(D) é rappresentato da A(0,7).

Dimostrazione. Si deve verificare che

A(0,7) N (Z\Z(D)) = {z € A0,7) | gry1(zri1) = 0,2, = zm } ’
ma questo deriva dal fatto che Z; \ Z(D) = Z \ Z(D) = Zy \ Z(D). O

Teorema 9.18. Siano A(0,r) ammissibile per p, 7: C* — CF la proiezione
naturale e s = deg qi+1; allora:

e Z\Z(D) ¢ una sottovarieta complessa di A(0,7) e mpnzpy: Z\Z(D) —
A(0,p) \ Z(D) ¢é un rivestimento a s fogli;

e m:V — A(0,p) & una mappa propria (la preimmagine di un compatto &
compatta);

e Z\Z(D) ¢ connesso e V ¢ un rappresentante per Z(p).
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