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1. Gruppi di Lie

1 Gruppi di Lie

1.1 Introduzione

Definizione 1.1.1. Un gruppo di Lie é:
1. una varieta! C*°, M;

2. una struttura di gruppo su M data da una moltiplicazione ;1 e da una
inversa 1;

3. una compatibilitd tra i primi due punti: x e ¢ sono C*°.
Definizione 1.1.2. Un morfismo ¢ tra i gruppi di Lie G e H é:

1. un morfismo di gruppi;

2. una mappa C*°.

Teorema 1.1.3. Sia ¢: G — H un morfismo di gruppi tra due gruppi di Lie;
se p ¢ continuo, allora p € C*.

Dato un gruppo di Lie G, si vuole studiare il piano tangente nell’identita,
chiamato G, = T G,. Si studieranno inizialmente tutti i morfismi di gruppi
di Lie R — G, dove R ha la struttura di gruppo di Lie data dalla somma.
Questi morfismi saranno dei cammini C* dentro G, caratterizzati dal fatto che
il tangente del cammino nell’identita determina univocamente il cammino: si
mostrera che il tangente € in corrispondenza biunivoca con i morfismi da R in
G. Questo servira per definire una mappa (“esponenziale”) G, — G che sara la
parametrizzazione principale per studiare il gruppo.

Definizione 1.1.4. Un sottogruppo a un parametro di un gruppo di Lie G ¢ un
morfismo di gruppi di Lie da R a G.

Il piano R? & un gruppo di Lie, cosi come R*/z2; se si considera : R — R?
con ¥(s) = (s,cs), con ¢ € R, questo & un morfismo di gruppi di Lie che pud
essere proiettato al quoziente.

Definizione 1.1.5. Sia G' un gruppo di Lie; per ogni g € G, sia Ly: G — G
la mappa definita da L,(z) := gz. Un campo di vettori A si dice invariante a
sinistra® se per ogni & € G, Ao Ly(x) = L} o A(z).

Teorema 1.1.6. C’¢ una corrispondenza biunivoca tra i sottogruppi a un pa-
rametro di G e gli elementi di G, tramite la mappa 9 — ¥ (ug), dove ug é il
vettore unitario in Ry e ¥ ¢ visto come differenziale.

LA volte si richiede che la varieta sia analitica; tuttavia se anche si richiedesse che tutto fosse
CY, esiste un’unica struttura analitica compatibile con la struttura C° che rende la varietd
un gruppo di Lie analitico. Sapere se si pud mettere su un gruppo di Lie C° una struttura di
gruppo di Lie analitico ¢ il quinto problema di Hilbert, risolto da Von Neumann nel 1933 per
i gruppi compatti e poi da Gleason, Montgomery e Zippin nel caso generale.

2Dalla definizione si ha che se un campo di vettori invariante a sinistra & noto in un punto,
allora & noto ovunque.
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1. Gruppi di Lie

Dimostrazione. Unicita. Siano ¢ un sottogruppo a un parametro, v := ¢ (ug):
il diagramma

commuta, poiché ¢ ¢ un morfismo. Sia u, il campo di vettori invariante
a sinistra su R ottenuto da ug mediante la traslazione; sia v, il campo di
vettori invariante a sinistra su G tale che v, = v. Allora dal diagramma
commutativo, per ogni & € TRy, si ha §" o Li(@) = Ly, o ¥'(@), e in
particolare vale in ug, cioe ¥ (us) = vy(s). Considerando questa equazione
e la condizione iniziale ¥ (ug) = v, si ha un’equazione differenziale che
deve essere soddisfatta da qualsiasi sottogruppo a un parametro, da cui
segue 'unicita.

Esistenza. Sianowv € G,, v, come prima il campo di vettori invariante a sinistra
tale che v, = v. Si cerca ¥ tale che ¥’ (us) = vy(s) € ¥ (ug) = v. Chiaramen-
te ¥(0) = e. Per il teorema di esistenza locale, tale 9 si trova, localmente:
¥ (—e,e) — G. Tuttavia, gia ora ¥(s +t) = J(s)J(t), perché entrambe,
fissato s e lasciando variare t, soddisfano I’equazione differenziale, anche
se con condizione iniziale ¥ (uo) = vy(s): infatti, derivando rispetto a ¢
e valutando in 0 si ottiene da una parte ¥ (us) = ¢ o L (ug) e dall’al-
tra Ly o9 (up), che coincidono per la commutativita del diagramma
precedente ed equivalgono a vys-

Per estendere ¥, si potrebbe considerare 9(s) := 9(5/m)™, con M tale che
s/M € (—g, ). Bisogna verificare che sia ben definito, che sia un morfismo
e che sia differenziabile:

e & ben definito perché 9(5/n)" = 9(s/mn)™", dato che I'immagine di
R commuta;

e & un morfismo perché, posto N abbastanza grande, 9(t + s) =
I(/N + NN = (9(s/n)I(t/N))Y; Televamento alla N non crea
problemi perché essendo ¢ un morfismo, i valori ¥(s/N) e V(¥/N)
commutano;

e per esercizio. O

Definizione 1.1.7. Si definisce la mappa esponenziale exp: G, — G: dato v €
G., sia 9, il sottogruppo a un parametro associato a v; si pone exp(v) = ¥, (1).
In particolare, exp(sv) = ¥, (s).

Esempio 1.1.8. Sia V uno spazio vettoriale; allora Aut(V') & un gruppo di Lie:
fissata una base, la moltiplicazione per matrici & chiaramente C°; I'inversa ha
solo il determinante al denominatore, ma in Aut(V') il determinante ¢ mai nullo.
11 gruppo degli automorfismi puo essere visto come un aperto di End(V'), quindi
Aut(V'), puo essere identificato con End(V'). Sia A € End(V'); allora la mappa
esponenziale dovrebbe restituire una matrice in Aut(V'): infatti si verifica che
sA s Id+sA +1/252A% + ... = e*4 & la mappa esponenziale.

Teorema 1.1.9. La mappa esponenziale ¢ C™.
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Dimostrazione. Segue da 9, (us) = vy, (s) = Li?,,(s)(v)’ grazie al teorema per cui
la soluzione dell’equazione differenziale dipende in modo C* dav edas. [

Teorema 1.1.10. Dato un morfismo di gruppi di Lie ¢: G — H, il diagramma

/

)
Ge — H.
exp

lexp

GT>H

commuta®.

Dimostrazione. Fissato v € G, ¢ o1, & un sottogruppo a un parametro di H,
quello che nel tangente all'identita ha ¢'(v); ma anche ¥, (,) soddisfa la stessa
condizione, quindi coincidono. O

Teorema 1.1.11. La mappa esponenziale & un diffeomorfismo da un intorno
di 0 € G. a un intorno di e € G (& un diffeomorfismo locale).

Dimostrazione. Si considera il differenziale dell’esponenziale applicato a v € G,
identificando T(G.) con G:

d d
/ _ _ — _ — .
exp’(v) = [ds exp(sv)} - [dsﬁv(s)] - v;
allora il differenziale dell’esponenziale nell’identita si identifica con 'identita,
quindi localmente exp ¢ un diffeomorfismo. O

Osservazione 1.1.12. Se G € la componente connessa di G che contiene 1'iden-
tita, G € un sottogruppo di G? Se g1 € Gi1, 91G1 = Ly (G1) € I'immagine
del connesso GG; tramite la mappa continua Lg,, quindi € connesso e contie-
ne g1 (perché e € G1); quindi G & chiuso per moltiplicazione. Inoltre i(Gy) &

un connesso che contiene identita, percido G; € un sottogruppo. Al tangente
nell’identita quindi sfuggiranno le proprieta delle altre componenti connesse.

Proposizione 1.1.13. Sia S C G; un intorno di e; allora il sottogruppo
generato da S e Gy.

Dimostrazione. 11 sottogruppo generato da S ¢ aperto: se s € (S), anche sS C
(S) e sS ¢ un intorno di s. Ma & anche chiuso: se g ¢ (S5), allora anche gS N
(S) = @, altrimenti esisterebbe € gS N (S), cioe x = gs € (S) e si avrebbe
g=xs~1 € (S), assurdo. O

Teorema 1.1.14. Se G é connesso, un morfismo di gruppi di Lie ¥: G — H ¢
completamente determinato da ﬁIGe : G, — H,.

Dimostrazione. Segue dalla proposizione 1.1.13 insieme al teorema 1.1.10. [

Lemma 1.1.15. Sia ¢: U — G una carta che manda 0 € U in e € G. Presi
x,y € U sufficientemente piccoli (in modo che p(x)p(y) € ¢(U)), si pud scrivere
la moltiplicazione di x e y come o~ (p(2)p(y)) = u(z,y) = = +y + o(r), dove
r ¢ la distanza di (x,y) da (0,0) dopo aver scelto una metrica su U.

3Quindi, conoscendo ¢’ si conosce . Questo & importante perché sui tangenti all’identita
si riuscira a mettere una struttura di algebra; percio le mappe tra gruppi di Lie si trasformano
in mappe tra algebre di Lie.
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Dimostrazione. Si puo scrivere u(x,y) = a + Cx + By + o(r), sviluppando al
primo ordine. Per x = 0, y = u(0,y) = a + By + o(r): al variare di y, si ottiene
che B=1 e a =0 e allo stesso modo si ottiene che anche C = I. O

Teorema 1.1.16. Un gruppo di Lie abeliano connesso ¢ della forma T® x R,
dove T ¢ S*.

Dimostrazione. Nel caso abeliano, exp ¢ un morfismo G, — G, infatti dalla
definizione di exp, dalla abelianita e dal lemma 1.1.15 (considerando exp come
una carta), si ha:

exp(V) exp(IW) = exp (J‘\/[)Nexp (?\;)N - <exp (X) exp (‘f\;))N _

vV W 1\\" VAW +o(1)\"
_eXp(N+N+O<N)) _eXp(N =
= exp(V + W + o(1)) 2222 exp(V + W).

Allora exp(G.) genera tutto G poiché G & connesso e exp & un diffeomorfismo
in un intorno dell’identitd, ma essendo exp(Ge) un sottogruppo, exp(Ge) =
(exp(G.)) = G. In questo particolare caso, I’esponenziale ¢ un morfismo suriet-
tivo ed & un diffeomorfismo attorno all’identita. Questo implica che il suo nucleo
¢ discreto e G = Ge/kerexp. Ora, i sottogruppi discreti di R™ sono gruppi abe-

liani liberi generati da g1, ..., g, linearmente indipendenti su R e con r < n. Si
considera quindi la base di G, data da ¢1,...,9r, hrt1,...,hy; in questa base,
ker exp = 7" x {O}n—r, eG = Rn/kcrcxp =T" xR"". O

Esercizio 1.1.17. Trovare i gruppi di Lie abeliani compatti.

1.2 Sottogruppi di Lie

Definizione 1.2.1. Un sottogruppo di Lie di un gruppo di Lie G ¢ dato da un
morfismo iniettivo di gruppi di Lie f: H — G.

Definizione 1.2.2. Sia v: N — M; se il differenziale di y € iniettivo, IV si dice
immersed; se inoltre ~ € iniettiva, N si dice imbedded; se v € anche un omeo-
morfismo con 'immagine, N si dice embedded o regolare. In quest’ultimo caso
le strutture topologiche dell’immagine come sottospazio di M e come immagine
di v coincidono.

Osservazione 1.2.3. Se f: H — G ¢ un morfismo di gruppi di Lie iniettivo, allora
¢ sempre un imbedding. Infatti f|/Hp & iniettivo: se v € H, & tale che f'(v) =0,
per la linearita si puo assumere che v appartenga a un intorno dell’identita sul
quale exp ¢ un diffeomorfismo, allora e = exp(f’(v)) = f(exp(v)) e cid implica
exp(v) = e, cioe v = 0. D’altra parte, f'(L;(z)) = L’f(g)f’(x), cio¢ anche fr ¢
¢ iniettivo, dal fatto che L} & un diffeomorfismo globale.

Esempio 1.2.4. Sia Z — S' la mappa che manda n in ¢: ¢ un morfismo di
gruppi di Lie iniettivo, quindi & un imbedding, ma non & un embedding, poiché
la sua immagine e densa e la topologia dell’immagine non puo essere discreta
come quella di Z.
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Definizione 1.2.5. Sia 7: N — M un imbedding; 7™ & quasi regolare se per
ogni f: X = N, feC®seesolosenmofeC™.

Esempio 1.2.6. La mappa

f: R — T?

t — (6271'2’157 6271'1’0415)7

con o € R\ Q, & quasi regolare ma non & un embedding.

Teorema 1.2.7. Un sottogruppo astratto H di un gruppo di Lie G ¢ una
sottovarieta regolare se e solo se H ¢ chiuso.

Dimostrazione. = Se H & un embedding in G, esiste un intorno U di e € G
tale che H N U ¢ un insieme coordinato, in particolare H N U & chiuso in
U. Siay € H; yU~! & un intorno di y, allora esiste z € yU~!' N H; in
particolare x € H e y € H NzU; allora x~'y € HNU = H N U, perché
HNU & chiuso in U. Infine x~'y € H implica y € H.

< Verra dimostrata in seguito. O

Esempio 1.2.8. Si considera
O(n,R) :={ A€ GL(n,R) | AA" = A’"A =1} C GL(n,R):

questo & un sottogruppo chiuso perché dato da una condizione chiusa, quindi e
un sottogruppo di Lie; anche

U(n) == { A€ GL(n,C) | AA' = A'A =T} C GL(n,C)

¢ un sottogruppo di Lie, per lo stesso motivo. Tuttavia, U(n) & un sottogruppo
di Lie di GL(n,C) visto come gruppo di Lie reale, ma non & un sottogruppo
di Lie complesso, perché la mappa che da l'inverso ¢ A — A?, che non & una
trasformazione olomorfa.

Si era visto che era possibile identificare GL(n,R), con End(R") =: gl(n,R) e
che I'esponenziale & I’esponenziale matriciale. Nel caso di sottogruppi di Lie, I'e-
sponenziale e la restrizione dell’esponenziale al sottogruppo, e si possono vedere
le seguenti:

O(n,R),={A€EndR")|A+A"'=0},
U(n), ={A€End(C") |A+A"'=0}.

Infatti, se f & un sottogruppo a un parametro contenuto in O(n, R) con f'(ug) =
A, allora si puo scrivere come f(s) = I+ As+ o(s) € O(n,R) e si ottiene

I=f(s)f(s)" = (I+ As+0(s))(I + A's +0(s)) = T + (A+ A")s + o(s),

da cui A+ A" = 0. Viceversa, se A + A" = 0, basta verificare che exp(A) €
O(n,R), ma A® = —A, percido A e A* commutano e

exp(A)exp(A)’ = eA(eA)t —eted = eAtA =0 = T

Per U(n) si procede esattamente allo stesso modo.
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Esempio 1.2.9. Si definisce il corpo dei quaternioni come
H:={a+bi+cj+dk]|abec,deR},

con le relazioni

i?=-1 j2=-1 k2 =-1
ij =k jk =i ki=j
ji = —k kj=—i ik =—j.

Con questa moltiplicazione, H ¢ un corpo non commutativo. I quaternioni si
possono anche rappresentare come matrici in .#(C) della forma (_‘15 2), dove
gli elementi speciali sono 1 = 1,4 = (§ %), j = (%§), k= (%§). Se h =
a+bi+cj+dk, h == a—bi —cj — dk e si puo definire la norma di A come
|h| :== hh, che si dimostra essere il determinante della matrice che rappresenta
h. Nella rappresentazione matriciale, si vede che gli elementi di norma 1 sono
quelli per cui |a|® + [b]> = 1, cioe {h € H| |h| =1} = SU(2).
Il calcolo precedente vale anche se si considerano i quaternioni e

Sp(n) =={A€GL(n,H) | A'/A=AA"=T},

il gruppo delle trasformazioni unitarie quaternioniche, tenendo presente che
la moltiplicazione nei quaternioni non ¢ commutativa: se ¢ = (pa.) € Y =
(¥u,2) sono elementi di GL(n,H), allora la composizione ¢ data da (¢¢), , =
ZA wk,uwu,)\'

Se V' & uno spazio vettoriale su H, si puo estendere la norma hermitiana a
Visev=> av ew=> bw; €V, sidefinisce (v,w) =Y a;b;; questo & un
prodotto scalare e si prende la norma corrispondente. Ora, avendo la norma, si
ha Sp(n) == { ¢ € GL(n, H) | (Vo € V) [v] = |io(v)| }.

Si pud dimostrare che Sp(n) = Sp(2n, C) N U(2n), dove, posto J == (§ 7 [),
Sp(2n,C) = { A € GL(2n,C) | A'JA = J }. Anche questo ¢ un gruppo di Lie,
inoltre & un sottogruppo astratto e chiuso di GL(2n, C), quindi & un sottogruppo
di Lie. Per scoprire com’e fatto il tangente a Sp(2n,C), si considerano i sotto-
gruppi a un parametro: gli elementi X di sp(2n, C) soddisfano (e5X)" JesX = J;
questa relazione si puo vedere come un’uguaglianza tra i due sottogruppi a un
parametro Je*X e (e75X )tJ ; di conseguenza, derivando e valutando in 0, si ha
I'uguaglianza JX = —X'J, percio il tangente & { X € gl(C*") | JX = —X"'J }
(I'inclusione inversa & ovvia)?.

Ora, si vede H" come C" & C"j; una mappa ¢: C*@C"j - C" @ C"j e H-
lineare se e solo se commuta con la mappa R-lineare definita dalla moltiplicazione
a sinistra per j, cioé u+vj — —v+uj. Inoltre la norma di H™ & la stessa norma
indotta da C™ @ C"j, quindi Sp(n) C U(2n); ma vale anche Sp(n) C Sp(2n,C)
con una verifica diretta.

Si e completata una inclusione: per dire che sono uguali, grazie al diffeomor-
fismo dato dalla mappa esponenziale, si puo dire che i tangenti hanno la stessa

4In generale, se si ha un gruppo che rispetta la forma bilineare f, cio¢ tale che per ogni
g € G, f(v,w) = f(gv, gw), allora nel tangente si avranno gli elementi X tali che f(Xv,w) +
flv,Xw) =0.
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dimensione su R, dacché ovviamente il tangente di Sp(n) & contenuto nell’inter-
sezione dei tangenti di Sp(n) e U(2n). I tangenti di Sp(n), U(2n) e Sp(2n,C)
sono rispettivamente

sp(n) ={ X € gl(H") | X' = —X } (con il coniugato quaternionico),
u(2n) = { X € gl(C*") | X" = =X } (con il coniugato complesso),
sp(2n,C) = { X € gl(C*") | JX = -X"'J }.

A questo punto si calcolano le dimensioni e si osserva che sono entrambe uguali
a 2n? + n.

Ora, questi due gruppi avendo lo stesso tangente, hanno un intorno dell’iden-
tita isomorfo, che si & visto generare la componente connessa a cui appartiene
I’identita; si deve mostrare che sono connessi. Per fare questo si studia il quo-
ziente Sp(")/sp(n —1), dove Sp(n — 1) si vede come { ¢ € Sp(n) | p(v1) =v1 }.
Sia S(H") := S%~! la sfera unitaria dentro H", allora si definisce la mappa
Sp(n) — S(H™): ¢ — @(v1): & una mappa suriettiva e il suo nucleo & Sp(n —1),
da cui si ha che Sp(")/sp(n—1) & omeomorfo a S*"~!: la mappa & continua e
invertibile e la compattezza della sfera da la continuita dell’inversa. Infine, per
induzione, Sp(1) = SU(2) = S? & connesso; se Sp(n — 1) ¢ connesso, si suppone
per assurdo che Sp(n) sia unione disgiunta di chiusi; allora la fibra di ¢(v1) €
Sp(n — 1), quindi & connessa e sarebbe contenuta tutta in uno di questi chiu-
si, che di conseguenza sarebbero saturi e si potrebbero trasportare su S47~1,
assurdo.

Esempio 1.2.10. Si considera SL(n,C) = {A € GL(n,C) | det A=1}. 1l suo
tangente nell’identita ¢ { X € End(C™) | Tr X = 0}: se X ha traccia 0, su una
base che la triangola e*X ha sulla diagonale e**, dove \; sono gli autovalori;
di conseguenza det esX = 1. D’altra parte, le dimensioni corrispondono, quindi
quello ¢ tutto il tangente.

Ora si concludera la dimostrazione del teorema 1.2.7, cioe che se H € un
sottogruppo astratto e chiuso allora € anche un sottogruppo di Lie. Il fatto che
localmente la mappa esponenziale ¢ un diffeomorfismo giustifica la seguente.

Definizione 1.2.11. Sia U un intorno di 0 che viene mappato in modo diffeo-
morfo in un intorno U’ di e dalla mappa exp; si definisce la mappa logaritmo
come l'inversa locale di exp in U’ e si denota con log: U’ — U.

Lemma 1.2.12. Siano H un sottogruppo astratto chiuso di un gruppo di Lie
G e (hn),en una successione in H' = log(H N U') che converga a 0 e tale
che hnf|h,| converga a X € G, dove la norma é data da un qualsiasi prodotto
scalare. Allora exp(sX) € H per ogni s.

Dimostrazione. Si possono trovare degli interi m,, tali che m,, |h,| — s; allora
exp(mphy) = exp(my, |hn| "/ 1)) — exp(sX),
ma exp(my,hy,) = (exp(hy,))™™ € H e H & chiuso, quindi exp(sX) € H. O

Lemma 1.2.13. Sia W ['insieme dei vettori sX con s € R e X limite di
una successione "/ |n,| con (hp),cy come nel lemma 1.2.12; allora W ¢ un
sottospazio.
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Dimostrazione. Si deve solo dimostrare che se X, Y € W allora X +Y € W:
da exp(sX)exp(sY) = exp(sX + sY + o(s)), applicando il logaritmo, si scrive
la funzione h(s) := logexp(sX + sY 4 o(s)); ora, !/sh(s) converge alla somma
X +Y, quindi basta prendere h,, := h(1/n) e applicare il lemma 1.2.12. O

Lemma 1.2.14. L’esponenziale di W é un intorno di e in H.

Dimostrazione. Se non fosse cosi, si avrebbe una successione di coppie
(X, Yy) € Wx (WH\{0}) che tende a (0, 0) e tale che exp(X,,) exp(Y,,) € H. Ma
eventualmente estraendo una sottosuccessione, si ha che Y»/|v,| — D (perché la
sfera unitaria & compatta); essendo H un sottogruppo astratto, da exp(X,,) € H
si ricava exp(Y,,) € H, che per i lemmi 1.2.12 e 1.2.13 implica exp(sD) € H e
D € W. Ma questo & assurdo, perché |D| =1, D € W e D ¢ limite di elementi
di W+, quindi D € W+. O]

Dimostrazione del teorema 1.2.7. <= Se H e discreto, ¢ gia automaticamente
una sottovarieta regolare, altrimenti si utilizzano i tre lemmi precedenti: si
considera il sottospazio W e si scrive G, = W@W L. La mappa WeW+ —
G: (X,Y) — exp(X)exp(Y) & un diffeomorfismo locale e in particolare
(exp(W)) = H, cioé la restrizione a W & una carta locale per H, che si
puo traslare sopra ogni suo elemento. O

1.3 Teoria delle rappresentazioni dei gruppi topologici

Definizione 1.3.1. Sia G un gruppo topologico (cio¢ un gruppo con una topo-
logia rispettata dalle operazioni). Una rappresentazione finita di G sul campo
K € {R,C} & un morfismo di gruppi continuo G — GL(V') dove V' & uno spazio
vettoriale di dimensione finita su K. Si dice anche che V & un G-modulo.

Definizione 1.3.2. Una G-applicazione lineare (o mappa di G-moduli) tra due
G-moduli V' e W & un’applicazione lineare ¢: V' — W tale che p(gv) = gp(v)
per ogni v € V e g € G. L’insieme delle G-applicazioni lineari si denota con
Homg (V, W).

Osservazione 1.3.3. Se sono date delle rappresentazioni di G, si possono costrui-
re da queste altre rappresentazioni: se V e W sono G-moduli, Homg (V, W) &
un G-modulo con (gF)(v) = gFg~!(v); gli invarianti di questa azione sono le
G-applicazioni lineari. Se W = K, si ottiene la G-rappresentazione V*.

Nel caso dei gruppi finiti, puo essere utile considerare la media delle azioni
degli elementi di G; nel caso di gruppi topologici generici questo non € piu
possibile; tuttavia, per quelli compatti, si puo considerare 'integrale delle azioni
al variare di g € G.

Sia G un gruppo topologico compatto; si suppone di avere una funzione
f: G — R continua; allora si puo dimostrare ’esistenza di una mappa f —
Jo f € R che abbia le proprieta di:

1. positivita: f >0 = fo > 0;

2. linearita: [(\f +pg) =X [, f+n 9

3. normalita: [,1=1;
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4. invarianza rispetto alla moltiplicazione a sinistra e a destra: nyG flzy) =
Jyea TW) = [ eq f(yz).

Allo stesso modo, componente per componente, si integrano le funzioni con-
tinue f: G — R™. La misura che definisce questo integrale si chiama misura di
Haar; per i gruppi topologici compatti si dimostra ’esistenza e anche I'unicita,
se si richiede la normalita. Nel caso di gruppi topologici localmente compatti si
possono integrare in modo simile le funzioni a supporto compatto.

Esempio 1.3.4. Si considera G = U(1) ~ S!, allora Joy f= f027r f(p)de dove
o ¢ la parametrizzazione con la lunghezza d’arco.

Proposizione 1.3.5. Sia ¥9: G — GL(V) una rappresentazione; sia I =
fgeGﬁ(g) € Homg (V,V) (I ¢ la media degli operatori 9(g)). Allora I* = T
e I(V) ¢& il sottospazio degli elementi di V' fissati da G, cioé I é una proiezione.

Dimostrazione. Per ogni v € V, la valutazione in v, Homg (V,V) - V: F —
F(v) ¢ lineare. Allora I(v) = (f,cq 9)v = [ c(gv), per la linearita dell’integra-
le. Si vuole dimostrare che per ogni h € Gev € V, hI(v) = I(v), ma hl(v) =
hfgeG gu = ngG hgv = fgeG gv = I(v), per I'invarianza a sinistra. Viceversa,
se gw = w per ogni g € G, allora I(w) = quG’ quw = fgeG ew = Idw = w per la
normalitd. Da questi due fatti si ha facilmente che I? = I. O

Proposizione 1.3.6. Sia G un gruppo topologico compatto e V' un G-modulo
su C; allora si puo trovare su'V una forma hermitiana definita positiva H che
¢ invariante rispetto all’azione di G.

Dimostrazione. Sia L lo spazio vettoriale reale di tutte le forme hermitiane; G
agisce su L definendo gK (v, w) :== K(g~'v, g w). Sia H = ngG gK, dove ora
K & una fissata forma hermitiana definita positiva; per la proposizione 1.3.5, H
¢ invariante a sinistra, poiché, con le notazioni della proposizione, H = I(K).
Quindi gH (v,w) = H(g v, g 'w) = H(v,w). Per la positivita dell’integrale,
se K e definita positiva, anche H sara definita positiva. O

Si puo fare la stessa costruzione anche per le rappresentazioni su R con
i prodotti scalari. Quindi se si ha un G-modulo, si pud sempre pensare che
G agisca tramite trasformazioni unitarie o ortogonali (a seconda che siano
rappresentazioni su C o su R) e si scrivera G — U(V) o G — O(V).

1.4 Tori

Definizione 1.4.1. Sia G un gruppo topologico e sia g € G; se la chiusura di
(g) & tutto G, si dira che g & un generatore di G e che G & monogenerato.

Esercizio 1.4.2. La chiusura di un sottogruppo astratto abeliano ¢ un sottogrup-
po abeliano (per continuita, prendendo successioni di elementi del sottogruppo);
in particolare, se G € monogenerato, & abeliano.

Proposizione 1.4.3. Il toro T* ¢ monogenerato.

Dimostrazione. Siano Uy, ...,U,,... gli aperti di una base numerabile della
topologia di 7" e si pongano sul toro le coordinate indotte da R"/z*; dati
e € Rt e = (&,...,&) € RF il cubo di centro ¢ e lato 2¢ & I'insieme
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{zeTk | (Vi)|z; — &| < e}. Siscelga un cubo qualsiasi, Co; si costruira per in-
duzione, a partire da Cp, una successione decrescente di cubi la cui intersezione
sara un generatore del toro.

Si suppone di aver gia scelto Cy D - -+ O (), —1 e che C,,,_1 abbia lato 2¢,,_1
e centro &,,_1; allora esiste un intero N (m) tale che 2¢,,_1 - N(m) > 1, cio¢ tale
che il cubo di centro &,,—1 e lato 2e,,_1 - N(m) sia tutto il toro. A questo punto,
si puo trovare Cy,, C Cy,—1 tale che N(m) - Cy, C Up,.

Sia g € (Cy,: allora gN™) € U, per ogni m, il che ¢ equivalente a dire che
g genera T*. O

Definizione 1.4.4. Un toro massimale T'C G € un sottogruppo isomorfo a un
toro tale che se esiste un altro toro U con T CU C G, siha T =U.

Proposizione 1.4.5. Dato un gruppo di Lie compatto G, la chiusura di un suo
sottogruppo a un parametro non banale é un toro non banale.

Dimostrazione. Si considera un sottogruppo a un parametro, f(s) := exp(sX);
allora la chiusura di f(R) & un sottogruppo abeliano compatto e connesso, quindi
€ un toro. O

Proposizione 1.4.6. In ogni gruppo di Lie compatto non banale esiste almeno
un toro massimale non banale.

Dimostrazione. Per la proposizione 1.4.5, esiste un toro non banale; presa una

catena ascendente di tori Ty C --- C T, C - - -, questa da una catena ascendente
di sottospazi del tangente nell’identita, ma questo ha dimensione finita, percio
la catena deve stabilizzarsi. O

Dato g € G, si considera il coniugio i,: G — G con i4(h) = ghg™'; si ha

un’azione di G su G, data da i;lG ; d’altra parte la mappa ilg\G ¢ invertibile

(dato che i, = i;'). L’azione aggiunta Ad: G — Aut(G.) cosi definita &
quindi un morfismo di gruppi di Lie: il fatto che sia morfismo di gruppi ¢ ovvio,
e la regolarita deriva dalla regolarita di tutte le mappe coinvolte.

Per la proposizione 1.3.6, se G & compatto, si puo considerare su G, un
prodotto scalare invariante per ’azione aggiunta. Si considerera ora un gruppo
di Lie compatto G con I’azione aggiunta ristretta a un toro contenuto nel gruppo.
E ovvio che D’azione di ogni elemento del toro su G, si puo decomporre in spazi
ortogonali di dimensione 1 e 2, in quanto Ad(g) C O(n); si dimostra che esiste
una decomposizione di questo tipo anche per tutto il toro.

Teorema 1.4.7. Sia T C G un toro; allora si puod trovare una decomposizione
ortogonale di G, Ge = Vo & @Tzl V, tale che dimV,. = 2 per r > 1, i V; siano
Ad(T) invarianti, T agisca su Vo in modo banale e su V., r > 1, lazione di
teT sia _ _
_ [cos2m,(t) —sin27V,(¢)
Ad(t)y, = <sin 219, (t)  cos2md.(t) )’

con 9, T — R/z un morfismo suriettivo non banale.

Dimostrazione. Sia t un generatore del toro (cioe, (t) = T); allora Ad(t) €
O(G.), scegliendo un prodotto scalare compatibile con l'azione. Quindi, sce-
gliendo una base opportuna, Ad(t) ¢ una matrice che ha sulla diagonale vari
elementi 1 o —1 o blocchi 2 x 2 che rappresentano rotazioni a,, = (%a" 7%‘")

Sa, Ran
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con |lay,| = 1. Anche Ad(t") = Ad(t)" ha una decomposizione di questo tipo
(sulla stessa base) e per continuitd anche ogni elemento di 7.

Ora, per ogni spazio invariante Vj, Adjp: T — O(V;) ¢ una mappa con-
tinua dal toro, che & connesso, a O(V;) che ha due componenti connesse (di
determinante +1 o —1). Di conseguenza l'immagine di Adjr ¢ contenuta in
SO(V;) (perché I'identita deve andare nell’identita) e in particolare gli autova-
lori relativi ai sottospazi invarianti di dimensione unitaria sono tutti 1 (perché
SO(R) = {1}).

Allora, posto Vj il sottospazio dato dalla somma dei sottospazi fissi di di-
mensione 1, si ha che Ad(T)lV0 ¢ l'identita, mentre su V;, i > 1, agisce con una

matrice (Z?j;:gr((g Zzlsn;r%ﬁzt()t) ), dove 9;: T — SO(V;) = S! e inoltre si sa che

questo morfismo non & banale (altrimenti V; confluirebbe in V). L'immagine di
9J; ¢ abeliana, connessa, compatta, quindi & un toro; essendo contenuta in S* e
non potendo essere un unico punto, deve essere S*. O

Proposizione 1.4.8. Ogni Y, ¢ unico a meno di segno e ordine, ossia l’insieme
{iﬁl, ey if}m} e determinato da G e da T.

Dimostrazione. L’insieme non dipende dalla decomposizione ortogonale e dalla
base perché gli «, sono legati alle radici del polinomio caratteristico di Ad(t).
Scegliendo ¢’ invece di ¢ per costruire la decomposizione, si pud presumere che
entrambi siano generatori del toro; da questo si deduce che le rotazioni relative
a un determinato sottospazio sono le stesse. ]

Poiché T, ¢ semplicemente connesso, esiste un unico sollevamento ¥, € T
di 9, oexp a R:

T ~
e o T 5~
inoltre ¥, € un morfismo (lo ¢ in un intorno dell’identita e si verifica che si
puo estendere), & lineare (quindi appartiene davvero a T*) e ker(exp) deve
necessariamente essere mappato in Z da 9,.

Definizione 1.4.9. Se T ¢ un toro massimale, +1,. si dicono radici di G.

Teorema 1.4.10. Sia G un gruppo di Lie compatto; un toro T C G é massimale
se e solo se Vo =T,.

Dimostrazione. < Sia T’ D T un toro; si considera t € T e si studia ’azione
Ad(t) su T!. Per fare questo si calcola la derivata in 0 di t(exp(sX))t~1,
che equivale a Ad(t)(X), per ogni X € T.. Si ha

Ad(t)(X) = [jst(exp(sX))t_l} =

s=0

d
= [ds exp(sX)} e X,

perché texp(sX)t~! € T’ che & commutativo. Allora T C Vo = T,. Es-
sendo per ipotesi T, C T2, si ha T = T”, poiché sono entrambi gruppi di
Lie connessi.
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= Per assurdo, sia X € Vy\T,; si mostra che exp(sX) commuta con gli elementi
di T, infatti, con lo stesso calcolo di prima, si ottiene, per ogni t € T'

[jstexp(sX)t_l} = Ad(t)(X) = X,

dove l'ultima uguaglianza si deve al fatto che X € Vj, che & stabile; da
questo si deduce che texp(sX )t~ = exp(sX) perché sono entrambi sot-
togruppi a un parametro che hanno X come tangente nell’identita. Allora
(t,exp(sX)) ¢ abeliano (i suoi generatori commutano), ¢ connesso (& pro-
dotto di gruppi connessi) ed & compatto (& chiuso in G che & compatto):
¢ un toro strettamente piu grande di T, assurdo. Si & dimostrato che
Vo C Ty; il viceversa viene ancora una volta dal calcolo precedente, da cui
in particolare si ottiene che gli elementi di un toro agiscono banalmente
sul suo tangente. O

Esempio 1.4.11. Si considera U(n): un toro massimale si pud cercare tra le
matrici diagonali, poiché la loro commutativita € ovvia. Le matrici del tipo
diag(e®1,. .. en) formano un T" dentro U(n); si deve verificare se sia massi-
male. Siano E,  le matrici date da (51:77»6]'73)1-73- (nulle a meno di un 1 in posi-
zione (r,s)). Per r < s, lo spazio V, s = {zE, s — ZE,, | z € C} ¢ invariante
per Ad(T). Infatti, per qualsiasi gruppo di matrici, l’azione aggiunta & il co-
niugio di matrici: Ad(D)(X) = DXD™!. Allora se D = diag(e’®1,..., e'n),
D(z2E, s — ZE, ) D71 = '@ =) (2 E, ; — ZE, ,.).

Questi V,. ; sono (72’), quindi danno una dimensione totale di n(n — 1), dato
che su di loro 'azione del toro & una rotazione non banale. D’altra parte, il
toro ha dimensione n e ’azione sul suo tangente & banale: in tutto si sa spezzare
'azione di 7" su una parte di dimensione n? di u(n). Ma u(n) ¢ dato dalle matrici
antihermitiane, cioe tali che X* = —X, che sui reali hanno dimensione n?: si &
spezzato tutto il tangente.

Come conseguenza si ha che Vy = T, quindi 7' ¢ massimale. Inoltre le radici
di U(n) sono i funzionali z, — zs: T, £ R™ — R.

Sia H := { I | A € R}; in termini di gruppi, U(n) = SU(n) x H. Quindi
un toro massimale di U(n) & un toro massimale di SU(n) prodotto cartesiano H;
la commutativita ¢ assicurata dal fatto che H ¢ contenuto nel centro di U(n).

2 Algebre di Lie

2.1 Introduzione

Definizione 2.1.1. Sia K un campo; un K-spazio vettoriale astratto g si dice
un’algebra di Lie se esiste una mappa gx g — g che associa a (X,Y) un elemento
denotato [X, Y] in modo che:

1. la mappa sia bilineare;
2. [X,Y]+[Y,X] =0 (si suppone di non essere in caratteristica 2);

3. valga l'uguaglianza di Jacobi: [X,[Y, Z]] + [Z,[X, Y]]+ [Y, [Z, X]] = 0.
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Sono algebre di Lie, ad esempio, i gruppi di endomorfismi con il prodotto
bracket ([4, B] .= AB — BA); oppure se M & una varieta, i campi di vettori con
il prodotto [X,Y]: =X oY —Y o X sono ancora un’algebra di Lie.

Proposizione 2.1.2. Lo spazio di tutti i campi di vettori C* invarianti a
sinistra su un gruppo di Lie G & un’algebra di Lie, col prodotto definito prima.

Dimostrazione. Se w € una mappa C° con 7: G — G, per ogni X, Y campi di
vettori vale (7' X) f = X (fon); fissando m = Ly, se X e Y sono anche invarianti
a sinistra, si ha X = X e #'Y = Y, quindi #'[X,Y]f = [X,Y](fonw) =
XY (form)=YX(fom)=X(#Y)f- Y@ X)f =XYf-YXf=[X,Y]f, cioe
[X,Y] & invariante a sinistra. O

Definizione 2.1.3. Un morfismo di algebre di Lie tra gy e go € un’applicazione
lineare : g1 — g2 tale che p([X, Y]) = [p(X), (¥ )].

Mimando 'azione aggiunta Ad: G — Aut(G.), si definisce la mappa aggiun-
ta ad: g — End(g), con ad(X)(Y) = [X,Y]. La mappa aggiunta & la molti-
plicazione a sinistra in un’algebra di Lie ed & un morfismo di algebre di Lie,
dove End(g) ha la struttura data dal bracket tra matrici: bisogna verificare che
ad([X,Y]) = [ad(X), ad(Y)], ma preso W € g, si ha

ad([X, Y])(W) = [[X, Y], W],
[ad(X), ad(Y)](W) = ad(X)(ad(Y)(W)) — ad(Y) (ad(X)(W)) =
[X7 [Y7 W]] - [Yv [Xv W]]

I due risultati sono uguali applicando 'uguaglianza di Jacobi.

Definizione 2.1.4. Data un’algebra di Lie g, il centro di g & dato dagli elementi
X € g tale che [X,Y] =0 per ogni Y € g e si denota con Z(g).

Ovviamente si ottiene che il nucleo della mappa aggiunta ¢ il centro di g.

Dato un campo di vettori invariante a sinistra su un gruppo di Lie G, questo
¢ univocamente determinato dal valore che assume su G.. Allora si puo definire
una struttura di algebra di Lie su G. grazie al prodotto bracket [X.,Y.] =
[X,Y],, dove X e Y sono i campi di vettori invarianti a sinistra che valgono
rispettivamente X, e Y, su Ge.

Teorema 2.1.5. Sia p: G1 — G2 un morfismo di gruppi di Lie, allora ¢’ : g1 —
g2 € un morfismo di algebre di Lie.

Dimostrazione. 1l fatto che ¢ sia un morfismo di gruppi di Lie si puo leggere
come ¢ o0 Ly = Ly, o ¢ per ogni 0 € G1. Differenziando, ¢’ o L, = L:O(a) o
¢'. Siano X e Y i campi di vettori invarianti a sinistra su G; che valgono
rispettivamente X, e Y, in g;; siano inoltre W e Z i campi di vettori invarianti
a sinistra che valgono rispettivamente W, = ¢'(X,) e Z. = ¢'(Y.) su g2. Allora
dall’uguaglianza ottenuta all’inizio si ricava

¢'(Xo) =¢ o L, (Xe) = pr(g) o¢'(Xe) = :o(a)(We) = Wo(o)
e allo stesso modo ¢’ (Y5) = Zy(o), cioe @' (X) = We ¢'(Y) = Z. Di conseguenza
¢ 1X Y] = [ (X), o' (V)] = [W, Z]
e valutando in e si ottiene ¢'[X,, Ye] = [We, Ze] = [¢'(Xe), ¢’ (Ye)]- O
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La mappa Ad: G — Aut(G.) & un morfismo di gruppi di Lie, quindi
Ad': g — End(G.) ¢ un morfismo di algebre di Lie. In pil, si ha il seguente.

Teorema 2.1.6. Sia G un gruppo di Lie, allora Ad" = ad.

Dimostrazione. Si dimostrera solo per G C GL(V): si usera il fatto che per i
gruppi di matrici, ’esponenziale ¢ I’esponenziale di matrici. In questa situazione,

Ad(X)(Y) = [jg Ad(esX>(Y)} Y [jsesstx} —
- [gs(y + s[X, Y]+ o(s))L=0 =[X,Y]=ad(X)(Y). DO

Per la dimostrazione generale si usa lo stesso concetto, insieme alla formula
di Baker-Campbell-Hausdorft:

exp(sX)exp(sY) = exp (s(X +Y)+ %[X, Y]+

+ (112[[)(, Y], Y] - %[[x; Y],X]) N 0(53)>.

Si puo dimostrare (si veda [Var84]) che tutti i termini che compaiono nella
formula sono esprimibili come bracket (in particolare, se X e Y commutano,
rimane solo il primo termine).

Osservazione 2.1.7. Applicando il teorema 1.1.10 con ¢ = Ad si ha
exp(ad(X)) = Ad(exp(X)).

Si prende ora un prodotto scalare (s,) su G, che sia Ad(G)-invariante.
Proposizione 2.1.8. Per ogni X,Y,Z € G,, vale ([Z,X],Y) = (X,[Y, Z)).

Dimostrazione. Grazie all’invarianza del prodotto scalare, si ha
(Ad(9)(X),Y) = (X,Ad(g~")(Y)),
che per g = exp(sZ) diventa
(Ad(exp(s2))(X),Y) = (X, Ad(exp(—52))(Y)).

Derivando rispetto a s e valutando in 0, si ottiene (ad(Z)(X),Y) =
(X,ad(fZ)(Y)),mo‘e ([Z7X]5Y):(Xv [Y7Z]) O

Teorema 2.1.9 (Hunt). Se X,Y € G. con G compatto, esiste 0 € G tale che
[X,Ad(0)(Y)] = 0. In altre parole, esiste un elemento del gruppo che agendo su
Y, lo fa commutare con X.

Dimostrazione. Si considera min { (X, Ad(c)(Y)) | o € G } (che esiste perché il

gruppo € compatto). Sia h € G un elemento che realizza il minimo, allora preso

Z € G, si puo fare (X, Ad(exp(sZ))(Ad(h)(Y))). Come funzione di s ¢ una

funzione C* e ha sicuramente un minimo per s = 0 (dato che per s = 0 vale
(X, Ad(e)(Ad(h)(Y))) = (X, Ad(h)(Y))); percid

d

0=|g; (X, Adexp(s2))(Ad(R)(Y)))| = (X;ad(Z)(Ad(R)(Y))) =

= (X, [Z, Ad()(Y)]) = ([Ad(n)(Y), X], 2),
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dove I'ultima uguaglianza & per la proposizione 2.1.8. Ora, Z puo variare, ma la
forma & definita positiva, quindi [Ad(h)(Y), X] = 0. O

Teorema 2.1.10. Sia G un gruppo di Lie compatto; allora tutti i tori massimali
sono coniugati tra loro.

Dimostrazione. Siano T e T’ tori massimali; siano X € T, tale che exp(sX)
¢ denso in T (basta prendere X tale che exp(X) genera T) e X’ € T! con
exp(sX’) denso in T”. Per il teorema 2.1.9, esiste o tale che [X, Ad(c)(X")] = 0:
questo moralmente significa che Ad(c)(X’) sta gia in T, altrimenti si potrebbe
estendere il toro, ma questa intuizione deve essere controllata.

Si ha che €241X)(Ad(0)(X")) = Ad(0)(X"): ad(s:X) € Aut(G,) e lo svi-
luppo dell’esponenziale da I 4+ ad(sy X )+ - -+, che applicato a Ad(c)(X') annulla
tutti i termini tranne 'identita. D’altra parte I’elevamento con base e e proprio
la mappa exp (dato che la mappa aggiunta vive nel mondo delle matrici); quindi

Ad(0)(X') = **1 ) (Ad(0) (X)) = exp(ad(s1(X)))(Ad(0 (X)) =
= Ad(exp(s1 X)) (Ad(0)(X)) =

= % exp(s1X)exp(s Ad(o) (X)) exp(—s1 X)
s=0

In definitiva, exp(s;X)exp(sAd(o)(X’))exp(—s1X) = exp(sAd(o)(X")),
perché sottogruppi a un parametro che hanno lo stesso tangente in 0. Que-
sto significa che il sottogruppo a un parametro associato al vettore Ad(c)(X”)
commuta con tutto il toro: (T, exp(s Ad(c)(X’))) & un toro, dato che & abeliano,
& connesso perché lo sono entrambi i sottogruppi ed & compatto. Inoltre contiene
T e dalla massimalita si deduce che & uguale a T, cioe Ad(c)(X’) € T,. In parti-
colare da questa dimostrazione si ha che se due vettori commutano, commutano
anche i sottogruppi a un parametro che generano.

Ora, exp(s Ad(c)(X')) = oexp(sX’)o~! sono lo stesso sottogruppo a un
parametro (derivando e valutando in 0 si ottiene nell’identita sempre il vettore
Ad(c)(X")) che & contenuto in T Siccome T” = {exp(sX’)}, si ha che cT'0~1 C
T, ovvero T' C 0~ 'T¢o: per la massimalita di 77, si ha 1'uguaglianza. O

Esercizio 2.1.11. Ogni elemento di G, gruppo di Lie connesso e compatto,
appartiene a un toro massimale.

Soluzione. Sicuramente se I'elemento ¢ della forma exp(sX), ¢ contenuto in un
toro che a sua volta ¢ contenuto in un toro massimale. Bisogna pero dire che
exp ¢ suriettiva, ma questo non deriva immediatamente da quanto fatto finora.
. N . o 1 N
Dando per scontato questo, si puo scrivere G = UgeG/N(T) gT'g~, dove T ¢ un
toro massimale. O

2.2 Algebre di Lie semisemplici

Definizione 2.2.1. Un sottospazio I C g e un ideale se per ognixz € gey € I,
vale [z,y] € I.

Osservazione 2.2.2. 1l centro Z(g) ¢ un ideale; il nucleo di un morfismo di algebre
di Lie & un ideale; il quoziente di un’algebra di Lie per un suo ideale ¢ un’algebra
di Lie.
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2. Algebre di Lie

Definizione 2.2.3. Un’algebra g si dice semplice se non ha ideali propri eccetto
0 e g e non & abeliana®, cioe [g, g] # {0}.

Osservazione 2.2.4. 11 concetto di algebra semplice & legato all’irriducibilita
dell’azione della mappa aggiunta di g su se stessa.

Si e gia visto che un’algebra di Lie associata a un gruppo compatto am-
mette una forma bilineare simmetrica invariante (cioe¢ tale che ([X,Y],Z) +
(Y, [X, Z]) = 0) definita (positiva o negativa). Si vorra dimostrare che un’alge-
bra g che ammette una forma di questo tipo ¢ del tipo Z(g) ® g1 @ - - - ® gx con
g; algebre semplici.

Proposizione 2.2.5. Se g é un’algebra di Lie che ammette una forma bilineare
simmetrica invariante definita, allora ogni ideale S in g ¢ in somma diretta®
(esiste un ideale T tale che g=S&T).

Dimostrazione. Sisceglie T = S, rispetto alla forma bilineare. Per I'invarianza
della forma, si dimostra che T & un ideale. Infatti, sianot € T e x € g, con z =
tytSe, tz € Tes, € S;allora [t, x| = [t, t.]+][t, sz]; grazie alla proposizione 2.1.8
e al fatto che S & un ideale, si mostra che entrambi appartengono a T": preso un
qualsiasi s € S, per il primo si ha (s, [t, tz]) = ([tz, s],t) = 0, dato che [t,, s] € S;
per il secondo, (s, [t, sz]) = ([Sx, s],t) = 0, poiché [s,, s] € S. O

Teorema 2.2.6. Sia g un’algebra di Lie che ammette una forma bilineare sim-
metrica invariante definita, allora g = Ry ® R; @ --- @ Ry, dove Ry = Z(g) e
Ry, ..., R sono ideali semplici. Inoltre lo spezzamento é unico, cioé l'insieme
{R1,..., R} & univocamente determinato.

Dimostrazione. Sicuramente Z(g) ¢ un ideale; allora g = Z(g) ® Z(g)™. L'or-
togonale ha centro banale; si prosegue dimostrando ’asserto per induzione tra
le algebre con una forma bilineare simmetrica invariante definita e con centro
banale: infatti, se un’algebra A di questo tipo & semplice si termina; se non &
semplice, ha un ideale non banale, R; C A; allora A = R; @ Ri. Questi due
ideali hanno ancora centro banale, quindi si prosegue per induzione.

Per 'unicita, se g = Z(g) @ R1 ® --- ® R, = Z(g) ® R| & - -- & R}, per ogni
a € R} \ {0}, esiste b € R] tale che [a,b] # 0 (perché il centro di R] & banale).
Si puo scomporre b come by + - - - + bg, con b; € R;; allora

0 7’5 [a7b} = [a,bo] + [a,bl] + -+ [a7bk].

Sia r tale che [a,b,] # 0; allora 0 # [a,b,] € R, N R}, cioe¢ Ry = R, per la
semplicita. Allo stesso modo si trova una corrispondenza per tutti gli ideali. [

Definizione 2.2.7. Un’algebra che si spezza come somma diretta di ideali sem-
plici si dice semisemplice; un’algebra di Lie che si spezza come somma diretta
del centro e di una sottoalgebra semisemplice si dice riduttiva.

5Se un’algebra senza ideali non banali ha dimensione maggiore di 1 sicuramente non &
abeliana (altrimenti una sottoalgebra di dimensione inferiore sarebbe un ideale); I'unico caso
che elimina questa richiesta sono algebre abeliane di dimensione 1.

6Lo spezzamento ¢ tra ideali, non solo tra sottospazi vettoriali: in particolare vale [s,t] €
SNT ={0} perognise SetecT.
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2. Algebre di Lie

Data un’algebra di Lie g, si introduce una forma bilineare simmetrica su g,
detta forma di Killing: dati X,Y € g, si pone k(X,Y) := Tr(ad(X) ocad(Y)). Si
puo dimostrare facilmente che k ¢ invariante: da

ad([X,Y]) = ad(X) cad(Y) — ad(Y) o ad(X),

e dal fatto che la traccia € invariante per permutazioni cicliche, ponendo « :=

ad(X), f:=ad(Y) e v:=ad(Z) si ha

k(X,Y], Z2) + k(Y, [X, Z]) = Tr(ad([X, Y]) 0 7) + Tr(f 0 ad([X, Z])) =
=Tr(aofBoy— Boacy+ foacy—foyoa)=
=Tr(aofoy—pFovyoa)=0.

Osservazione 2.2.8. Un automorfismo ¢ dell’algebra di Lie g, preserva k, cioe
E(p(X),(Y)) = k(X,Y); infatti:

k(p(X), (V) = Tr(ad(p(X)) 0 ad(p(Y))) = Tr([p(X), [p(Y),o]]) =
= Tr(p([X, ¢ [p(Y),u]]) = Tr(e([X, [V, 07 ()]]) =
— Tr(p 0 ad(X) oad(Y) o p~!) = Tr(ad(X) 0 ad(Y)) =
=k(X,Y).
Definizione 2.2.9. Data una base (u1,...,upy) di g, una costante di struttura
& ¢y = [uj,up]’, la i-esima coordinata di [ug, ug].
Esercizio 2.2.10. Da [X,Y] = —[Y, X] e da Jacobi, si dimostra che ¢ ; = —¢ ;
ecp iyt chchi el =0.Se la base & ortonormale rispetto alla forma
bilineare snnmetrlca invariante definita, si ottiene (usando ¢; j 5 = C; B): Cige =
Cjki = Chyi,j = —Cjik = —Ck,ji = —Cik,j, grazie all'invarianza della forma.

Teorema 2.2.11. Sia g un’algebra di Lie dotata di una forma bilineare sim-
metrica invariante definita. Allora Z(g) = Rad(k)”, dove k ¢ la forma di
Killing.

Dimostrazione. Fissata una base (ui,...,u,) di g, si scrive ogni a € g come
a=a'u; + -+ au,; allora

i1k i i1k 1
= g a’ b [uj,ug] = E albc; ..
Jik gk

Esplicitando la matrice di ad(a), si dimostra che k(a,a) = =37, . (3_,, ¢i,a,j0 )2,
in particolare, la forma di Killing ¢ semidefinita negativa. Se a € Rad(k),
ogni quadrato deve essere nullo, ciod Y., ¢;qja® = 0, da cui [q,b]' =
Zjﬁa(ci,aﬁjaa)bj = 0, dunque a € Z(g). Il viceversa ¢ banale, dato che se a € Z(g)
lapplicazione ad(a) & nulla.

Il gruppo Aut(g) e il gruppo degli automorfismi di g come algebra di Lie; si
puo vedere dentro GL(g), il gruppo di tutti gli automorfismi lineari di g, e ci si
pud chiedere chi sia Aut(g),. Se D € Aut(g),, e*P € Aut(g) per ogni s € R, da
cui e*P([X,Y]) = [e*P X, e*PY] per ogni X,Y € g; derivando e valutando in 0,
si ottiene D([X,Y]) = [D(X),Y] + [X, D(Y)].

11 radicale di una forma bilineare k & il luogo dei vettori v tali che k(v,w) = 0 per ogni w.
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2. Algebre di Lie

Definizione 2.2.12. Un endomorfismo lineare D che soddisfa la relazione
D([X,Y]) = [D(X),Y] + [X,D(Y)] & detto derivazione di g. L’insieme delle
derivazioni si indica con Der(g).

Dunque Aut(g) C Der(g). Viceversa, se D & una derivazione, si osserva che

k! 4
DMIX.Y]) = ) Tj![D (X), D(Y)],
itj=k
da cui e*P([X,Y]) = [e*P(X),e*P(Y)], dato che si pud riscrivere la formula
come 4 ‘
D*(X,Y]) _ D'(X) D'(Y)
k! N Z it g
i+j=Fk

In definitiva, si ha I'uguaglianza Der(g) = Aut(g),.

Teorema 2.2.13. Sia g un’algebra di Lie su cui la forma di Killing é definita
negativa. Allora il gruppo Aut(g), degli automorfismi di g come algebra di Lie, é
compatto e la sua algebra di Lie, Aut(g),, coincide con ad(g). Inoltre, g = ad(g)
e sia Aut(g) che la sua componente connessa contenente l'identitd hanno centro
banale.

Dimostrazione. L’insieme degli automorfismi come spazio vettoriale che preser-
vano la forma di Killing & O(n), dato che k & definita negativa; in particola-
re, dall’osservazione 2.2.8 si ha che gli automorfismi di g come algebra di Lie
preservano k, quindi Aut(g) C O(n).

Ora, Aut(g) € un sottogruppo chiuso di O(n), che & compatto, quindi &
compatto. Si vuole dimostrare che Der(g) = ad(g). Innanzitutto ad(g) C Der(g)
per Jacobi:

ad(X)([Ya Z]) = [X’ [Ya ZH = HX’ Y]’Z} + [Y, [X> Z]] =
= [ad(X)(Y), Z] + [Y, ad(X)(Z)].

Inoltre, ad(g) € un ideale di Der(g), infatti per ogni derivazione ¢, si ha

[p,ad(X)] = poad(X) —ad(X) o p = p([X,4]) = [X,0(s)] =
= [p(X), o] = ad(p(X)).

L’ideale ad(g) ¢ chiamato ideale delle derivazioni interne di g.

Allora Der(g) = ad(g) ® @, dove @ ¢ un altro ideale di Der(g). Si vuole
dimostrare che @ = {0}: siano ¢ € Q ¢ X € g, allora ad(¢(X)) = [¢,ad(X)] €
QNad(g) = 0; quindi 0 = ad(g(X))(Y) = [¢(X),Y] per ogni Y € g, cioe
q(X) € Z(g). Ma il centro di g & banale perché k ¢ definita negativa, percid
q(X) =0 per ogni X € g, cioe ¢ = 0.

Avendo g centro banale (perché la forma di Killing ¢ definita negativa),
kerad = 0, da cui g = ad(g). Siano ora Aut(g)® la componente connes-
sa di Aut(g) contenente lidentitd, ¢ € Z(Aut(g)®) e X € g. Si conside-
ra e*2d(X) ¢ Aut(g)®: derivando rispetto a s e valutando in 0 la relazione
et 2d(X) =1 = ¢sad(X) gj ottiene pad(X)p ! = ad(X), cioe ad(p(X)) = ad(X)
(perché pad(X)e 1Y) = ¢([X, 9 1(Y)]) = [¢(X),Y]). Dall’iniettivita di ad,
si ha ¢(X) = X per ogni X, cio¢ p = Id. O
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2. Algebre di Lie

Corollario 2.2.14. Un’algebra di Lie g e l’algebra di Lie di un gruppo compatto
se e solo se g ammette una forma bilineare simmetrica invariante definita.

Dimostrazione. La prima implicazione & gia stata dimostrata nella proposizio-
ne 1.3.6; se invece g ammette una forma di quel tipo, allora, per il teorema 2.2.6,
g=72(g) ®R1®--- B Ry, dove R1 & --- P Ry, ¢ la parte semisemplice; a questo
punto si puo prendere G = 2(8)/zdim2(e) x Aut(Ry @ - -- ® Ry). Infatti G & com-
patto (il toro & compatto, per la parte semisemplice si usa il teorema 2.2.13) e
G = g: per la parte torale e chiaro, per la parte semisemplice si applica di nuo-
vo il teorema 2.2.13 a Ry @ - - - Ri, notando che essendo semisemplice ha centro
banale, quindi ammettendo anche la forma invariante definita (la restrizione di
quella su g), la forma di Killing & definita negativa. O

Corollario 2.2.15. Un’algebra di Lie reale g é contemporaneamente semisem-
plice e compatta (cioé algebra di Lie di un gruppo compatto) se e solo se la
forma di Killing é definita negativa.

Dimostrazione. = Per il corollario 2.2.14, se g & compatta ammette una for-
ma bilineare simmetrica invariante definita; se € anche semisemplice, in
particolare Z(g) € banale, da cui per il teorema 2.2.11, k & definita negativa.

< Se k e definita negativa, g ammette una forma bilineare simmetrica invariante
definita (k stessa), percio per il corollario 2.2.14 g & compatta. Ammet-
tendo la forma, per il teorema 2.2.6, g € riduttiva, ma dal teorema 2.2.11

si ha che il centro € banale, percio g € semisemplice.
O

2.3 Teoria delle rappresentazioni delle algebre di Lie

Sia G un gruppo topologico compatto e V una G-rappresentazione (un
G-modulo) G — GL(V).

Definizione 2.3.1. Un G-modulo V si dice irriducibile se non ha sottomoduli
propri.

Teorema 2.3.2. Sia K € {R, C}; ogni rappresentazione V di G su K é somma
diretta di rappresentazioni irriducibili.

Dimostrazione. Se V' ¢ irriducibile non c’e nulla da dimostrare. Se V' non é irri-
ducibile, esiste un sottomodulo proprio L. Per la proposizione 1.3.6, si considera
un prodotto scalare invariante per G. Allora V si decompone come L@ L+, dove
I’ortogonale ¢ fatto rispetto al prodotto scalare, e si puo procedere per induzione
sulla dimensione. O

Osservazione 2.3.3. Nel caso che il gruppo non sia compatto, il teorema non
vale. Per esempio, sia H := { (g f) | a, 8,7 € Cyay #0 }: H non é compatto,

C? & un H-modulo e L := {(§)|é € C} & I'unico sottomodulo proprio di C2.
Infatti, se T' # L fosse un sottomodulo, allora (§) € T per qualche € € C, da cui
HT = C?, cioe I = C2.

Lemma 2.3.4 (Schur). Sia G un gruppo topologico; allora:

1. se f: V — W ¢é una G-applicazione lineare tra due G-moduli irriducibili,
f € nulla oppure un isomorfismo;
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2. se V' é un G-modulo irriducibile su C e f é una G-applicazione f: V — V,
f = AId per un certo A € C.

Dimostrazione. 1. Si ha che ker(f) e Im(f) sono G-sottomoduli, quindi

ker(f) € {{0},V} e Im(f) € {{0}, W}

2. Si sa che sui complessi sicuramente esistono v € V' '\ {0} e A € C tali che
f(w) = Av. Ora, f — AId: V — V & una mappa di G-moduli con nucleo
non banale, da cui per il primo punto f = AId. O

Osservazione 2.3.5. In particolare, Homg(V, W) = 0 se V e W sono irriducibili
non isomorfi; Homg(V, V') ha dimensione 1 se si & su C.

Teorema 2.3.6. Siano G un gruppo topologico e V un G-modulo; se V =
P n;V; = P m;V; con V; irriducibili; allora n; = m; per ogni i.

Dimostrazione. Si considera V;: Homg(V;,V) si puo leggere sia co-

me Homg(V;,@n;Vi) = @n;Home(V;, Vi) = n;Endg(V;) che come
Homeg (V;, @ m;V;) = @ m; Homeg(V;,V;) = m; Endg(V;), grazie al lemma di
Schur; quindi m; = n;. O

Osservazione 2.3.7 (Trucco unitario). Si considerano rappresentazioni comples-
se di sl(n,C) e si vuole sapere se ammettono una decomposizione in rap-
presentazioni irriducibili. Una rappresentazione di sl(n,C) & un morfismo di
algebre di Lie sl(n,C) — End(V). Ora, su(n) C sl(n,C) e in particolare
su(n) @isu(n) = sl(n,C) (si dice che su(n) & una forma reale di sl(n,C)).

Per applicare il trucco unitario si osserva che:

1. V & un su(n)-modulo (con la restrizione, chiamata p: su(n) — End(V));

2. V & un SU(n)-modulo con p: SU(n) — End(V), dove p & tale che dp = p,
cioe e?(5X) = j(e*X): definendo

peX) = ePX) = T 4 sp(X) + s*/2p(X)* + - -,

rimane da verificare che p sia una mappa tra gruppi di Lie, cioe che
plesXetY) = p(esX)p(etY); ma da una parte,

pesXetY) = p(I 4+ sX +tY + [sX,tY] +---),
dall’altra
peX)p(e™) = (I 4+ sp(X) +-- ) +tp(Y) +---);

quindi non si puo verificarlo in questo modo; in realta, si dimostra che il
sollevamento p esiste nel caso che il gruppo di partenza sia semplicemen-
te connesso, e se esiste & unico; in questo caso, SU(n) ¢ semplicemente
connesso, percio il sollevamento esiste;

3. V=V®- - &V, come SU(n)-modulo (perché SU(n) & compatto);

4. 1 V; sono anche su(n)-moduli (si deve mostrare che per X € su(n), XV; C
V;, che si ottiene derivando e valutando in 0 I’espressione esX Vi CVj);
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5. V; e anche un (su(n) @ isu(n))-modulo estendendo per linearita ’azione,
ciog & un sl(n, C)-modulo.

Quindi V' & somma diretta di sl(n, C)-moduli, irriducibili: se ci fosse un sl(n, C)-
sottomodulo proprio di un Vj, si ricaverebbe un SU(n)-sottomodulo proprio di
Vj;, che e impossibile per costruzione.

Il trucco unitario funziona ogniqualvolta si considerano le rappresentazione
di un’algebra di Lie che ammette una forma reale compatta.

Si cercano le rappresentazioni irriducibili di s[(2,C). Si pongono e := (§3),
f=(0993),h=1(§2);valgono [e, f] = h, [h, €] = 2e, [h, f] = —2f. Queste rela-
zioni permettono di determinare il prodotto in s[(2, C), dato che questa algebra &
generata da tre elementi. Sia V' un s[(2, C)-modulo complesso e sia v € V un au-
tovettore per h di autovalore A. Si considera W = (v, ev, €®v,..., fv, f?v,...).
Anche ev & un autovettore per h: hev = [h, e]Jv + ehv = 2ev + Aev = (A + 2)ev
(in particolare applicando e, 'autovalore aumenta di 2); allo stesso modo,
hfv = (A — 2)fv. Quindi W & generato da autovettori di h con autovalori
distinti.

Per il trucco unitario applicato a V, esiste una rappresentazione W' tale che
V =W @W'’. Si puo ripetere il procedimento su W, il che mostra che entrambi
hanno una base di autovettori per h.

Gli e'v si annullano prima o poi, altrimenti W avrebbe dimensione infinita,
essendo generato da infiniti autovettori con autovalori diversi; di conseguenza
esiste certamente un autovettore non nullo v per h tale che ev = 0. Un tale vet-
tore si dice vettore di peso pit alto per h e A si dice peso di v. Le rappresentazioni
irriducibili saranno caratterizzate da queste quantita.

Teorema 2.3.8. Siano V irriducibile, v un vettore di peso piu alto per h di
peso v, v_1 = 0, vo = v e v; = Yiftuy. Allora valgono hv; = (v — 2i)v;,
foi =G+ Dy, ev; = (y — i+ 1)v;—1 per ogni i > 0.

Queste relazioni (che sono ovvie a meno dell’azione di e, che si dimostra
essere quella per induzione) mostrano che (v; |4 > 0) & un sottomodulo, cioe,
per lirriducibilita di V', (v; | ¢ > 0) = V. Inoltre, la dimensione di (v; | ¢ > 0) &
m+1, dove m ¢ il massimo indice per cui v, # 0, perché tutti i v; non nulli hanno
autovalori diversi rispetto a h. Pero dal teorema si ha anche (y—m—141)v,, =
eUmy1 =0,cloey=meNedimV =+ 1.

Teorema 2.3.9. Le rappresentazioni irriducibili di 5(2,C) sono caratterizzate
da un intero m € N. Sia V,,, la rappresentazione associata a m, allora dim V,, =
m + 1 e il vettore di peso massimale Tispetto a h € un autovettore di autovalore
m.

Inoltre, esiste per ogni m una rappresentazione irriducibile di dimensione
m ~+ 1, costruendo a mano lo spazio V,, e le azioni di e, f e h e verificando che
queste soddisfano le relazioni di s[(2,C) ([h,e] = 2e, [h, f] = —=2f, [e, f] = h).

Corollario 2.3.10. Data una rappresentazione L di sl(2,C), il numero delle
sue componenti irriducibili ¢ dim(Lg) + dim(Lq), dove L; ¢ l'autospazio di .

Questo & vero perché ogni rappresentazione irriducibile aggiunge una
dimensione o a Lg (se il peso massimale & pari) o a L; (se & dispari).
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2.4 Algebre risolubili, radicale e teorema di Lie

Sia L un’algebra di Lie; si definiscono per induzione delle algebre di Lie L)
ponendo

LO=1p,
LE+D .— [L(i),L(i)];

sihaLOD>LM >...oL® >...

Definizione 2.4.1. Nella notazione precedente, L si dice risolubile se esiste
n € N tale che L™ = 0.

Esempio 2.4.2. 1. Se L & abeliana, allora e risolubile.

2. Se L ¢ semisemplice, L = I; © --- ® I, con I; ideale semplice, allora
[I;,1;] = I; (il prodotto & un ideale e non puo essere 0 perché I; & semplice,
quindi non abeliano) e [L, L] = L; in particolare non & risolubile.

3. Le matrici triangolari superiori su un campo sono una sottoalgebra di
Lie (cioe¢ sono chiuse rispetto al bracket) e sono fatte da D & U, con D
le matrici diagonali e U le strettamente triangolari superiori; questo e il
prototipo di tutte le algebre risolubili.

Esercizio 2.4.3. 1. Se L ¢ risolubile, lo sono anche tutte le sue sottoalgebre
e le sue immagini tramite morfismo.

2. Se I & un ideale risolubile di L e L/r & risolubile, allora L & risolubile.

3. Se I e J sono ideali risolubili, anche I + J ¢ risolubile.

Grazie al punto 3 dell’esercizio, esiste un ideale risolubile massimale (la som-
ma di tutti gli ideali risolubili), che viene chiamato radicale di L e denotato con
Rad(L)

Esercizio 2.4.4. 1l radicale di L & nullo se e solo se L non ha ideali abeliani non
banali.

Osservazione 2.4.5. Usualmente, la definizione di semisemplicita si da a partire
dall’ideale radicale: L si dice semisemplice se il suo radicale ¢ nullo.

FEsercizio 2.4.6. Calcolare la forma di Killing & per sl(n,R).

Teorema 2.4.7 (Lie). Sia L una sottoalgebra risolubile di gl(V'), dove V ¢
uno spazio vettoriale di dimensione finita su C. Se V # 0, allora contiene un
autovettore comune a tutti gli elementi di L.

Dimostrazione. Per induzione su dim L: se dim L = 0, non c’¢ nulla da dimo-
strare. Se dim L > 0 e si suppone che 'asserto valga per algebre di dimensione
fino a dim L — 1, si prende un ideale K di codimensione 1 in L. Questo & possibi-
le: per esempio si pud considerare L/[r, L], che & abeliana e non nulla, altrimenti
L non sarebbe risolubile; essendo non nulla, ha dimensione almeno 1 e per I'a-
belianita si pud trovare un suo ideale K C L/(z, L] di codimensione 1 (tutti i
sottospazi di un’algebra abeliana sono ideali); a questo punto, si prende come
K la preimmagine di K tramite la proiezione al quoziente.
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Il K ottenuto e risolubile; per ipotesi induttiva, sia v un autovettore comune
per gli elementi di K, cioé per ogni X € K, Xv = A(X)v con A: K — C lineare.
SiaW:={weV|(V¥X e K)Xw=AX)w} (in particolare v € W # 0).

Siha L = K+ CZ e a meno di ipotizzare che LW C W, si puo prendere un
vo € W che ¢ autovettore per Z)y e che sara 'autovettore comune cercato.

Rimane da dimostrare che LW C W:siaw € W esia X € L. PresoY € K,
vale:

YXw=[Y,XJw+ XYw=A[Y,X])w+ ANY)Xw.

Ci si riduce percio a dimostrare che per ogni X € L e per ogni Y € K, si ha
M[X,Y]) = 0. Si fissa w € W e si considera la successione w, Xw, X?w, .. .; sia
n il pit piccolo intero tale che i vettori w, . .., X™w siano dipendenti. Si pongono
Wo:=0eW;:=(w,Xw,...,X""tw), allora XW,, = W,.

Sia Y € K; per induzione, si mostra che YW, 1 C W, 1. Infatti,

YX =YXX"7'w=XYX"w— X, Y] X" lw:

per il passo induttivo, YXlw € W; (da cui XYX"lw € W) e
[X,Y]X*" 1w € W; (perché [X,Y] € K). Ancora per induzione, si mostra che
Y Xiw—AY) X w € W;: si considera la stessa formula di prima; per il passo in-
duttivo, Y X~ 1w = \(V) X" Lw+w’, con w’ € W;_1; d’altra parte XW;_; C W;
e [X,Y]X""lw € W; perché [X,Y] € K, quindi si ha l'asserto. I due risulta-
ti implicano che sulla base data dagli X*w, Y & rappresentata da una matrice
triangolare superiore con A(Y’) sulla diagonale; in particolare Tr(Y}w, ) = nA(Y).

Si considera ora [X,Y] con X € LeY € K;poiché K ¢ unideale, [X,Y] € K
e quindi Tr([X, Y]an) = nA([X,Y]). Poiché XW,, CW, e YW, C W,, si ha
che [X, Y]an ha traccia nulla perché coincide con [Xw, ,YViw,] = Xjw, Yiw, —
Yiw, X|w, - In particolare, A([X,Y]) = 0. O

Corollario 2.4.8. Sia L una sottoalgebra risolubile di gl(V'), con V' spazio vet-
toriale di dimensione finita su C. Allora le matrici relative a L, in un’opportuna
base, sono triangolari superiori, cioe L stabilizza una bandiera di sottospazi.

Osservazione 2.4.9. Se L & un’algebra risolubile, e ¢: L — End(M) & una
rappresentazione su uno spazio vettoriale M, allora il teorema si applica a
¢(L) € End(M).

Il teorema si pud anche applicare con la mappa ad: L — Aut(L), se L ¢&
risolubile. In particolare, un’algebra complessa risolubile ammette sempre una
bandiera di ideali.

2.5 1l sistema di radici

Si considera un’algebra di Lie semisemplice reale g di un gruppo compatto
G. Sisache g =R & @& Rs con R; ideali semplici. Sia T" C G un to-
ro massimale; allora 7, & una sottoalgebra di Lie di g abeliana che si chia-
ma sottoalgebra torale massimale e soddisfa ¢ = T, & V4 & --- & V,., do-
ve i V; sono spazi di dimensione 2 su cui un elemento exp(X) € T, con

X € T,, agisce come (z?jg:g;g)))) ZZL?%?Z%?) Nel paragrafo 1.4 abbia-

mo chiamato i funzionali £, “le radici” di G. Si studia la complessificata
L =g&ig =T.c®Vic® - @ V., dove T, c e la complessificata di
T, e Vic di V;. Si ha che T, ¢ agisce su V; ¢ attraverso la mappa aggiunta
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con matrici del tipo diag(e%wi(x), 6’2”19"()()), poiché essendo il toro abeliano,

si possono diagonalizzare contemporaneamente le matrici delle azioni. Quindi
L =Tec®@,eq La, dove Lig, ¢ lo spazio di dimensione 1 corrispondente
all’autovalore +a; = e*27i_In particolare, Vic=La,®L_q; e, presih € Te c
el € L,, si ottiene [h,l] = a(h)l.

Lemma 2.5.1. Si ha [Lo, Lg] € Lats.
Dimostrazione. Siano lo € Ly, lg € Lg e h € T, ¢; allora
[ha [low lﬁ” = _[157 [h» la]] - [low [lﬁv h]] = a(h)[low lﬁ] + 6(h)[l0w lﬁ] =
= (a(h) + B(h))[la, ls] = (a+ B)(h)[la, Lg]. O

Lemma 2.5.2. Siano a, 5 € ®U{0} tali che a+ 3 # 0, allora L, 1 Lg rispetto
alla forma di Killing.

Dimostrazione. Siano l,, lg e h come nella dimostrazione del lemma 2.5.1,
scegliendo perd h in modo che (a + 3)(h) # 0; allora

a(h)k(la,lg) = k(a(h)la, lg) = k([h, 1], lg) = —k([la, h], 1) =

= —k(la, [h, 1g]) = k(la, B(h)lg) = —=B(h)k(la, 5).
Di conseguenza, (o + 8)(h)k(lo,l3) =0, ma (a + 8)(h) # 0, quindi deve essere
k(la,l3) = 0. O
Proposizione 2.5.3. La forma di Killing di g estesa a L e ristretta a T, ¢ €

non degenere.

Dimostrazione. La forma di Killing su g e definita negativa, mentre su ig e
definita positiva. Di conseguenza ¢ non degenere su tutto L; inoltre, Ly = T¢ ¢
e ortogonale a L, per ogni a € ®. Se ora la forma di Killing fosse degenere su
Ly, esisterebbe h € Ly tale che k(h,h’) = 0 per ogni b’ € Ly, ma anche per
ogni h' € L per l'ortogonalita, e questo ¢ assurdo dato che k ¢ non degenere su
L. O

Osservazione 2.5.4. Grazie al fatto che la forma di Killing ¢ non degenere su
T, c, si ha un’identificazione canonica con il duale: a ¢ € T;C siassocia t, € T, ¢
tale che k(t,, h) = ¢(h).

Proposizione 2.5.5. 1. Il duale di Te ¢ € generato da ®;
2. sea € ®, —aec ®;

.sea€®, €L, ey € Ly, alora [z,y] = k(x,y)ta;

cafty) = k(ta,ta) #0;

.sea € @ ex € Ly \ {0}, allora esiste y € L_,, tale che (z,y,[z,y]) =
s((2,C).

3
4. sea € ®, allora dim L, =1 e [Ly, L_o] = (ta) ha dimensione 1;
5
6

Dimostrazione. 1. Se @ non generasse T, ¢, 1 t, non genererebbero T¢ ¢, per-
cio esisterebbe h # 0 tale che 0 = k(tq,h) = «a(h) per ogni a € @, da
cui [h,lo] = a(h)lo = 0 per ogni Iy € Ly e o € ®; inoltre [h, T, c] = 0
perché T, ¢ ¢ abeliana. Si ¢ ottenuto che h € Z(L), ma L & un’algebra
semisemplice e in particolare Z(L) = 0, assurdo.
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2. Se —a non appartenesse a @, allora k(Lq, L) = 0, perché L, e Lg sareb-
bero ortogonali per ogni 3, ma questo contraddirebbe il fatto che k & non
degenere.

3. Per l'invarianza della forma di Killing, per ogni x € L, e y € L_,, si ha

k(h, [z, y]) = k([h, 2], y) = a(h)k(z,y) = k(ta, h)k(z,y) =
= k(k<x’y)tom h) = k"(hv /{J(Jj, y)ta)'

Allora k(h, [x,y] — k(x,y)ts) = 0 per ogni h € T, c. Ma [z, y] — k(x, y)ts €
T.c e la forma & non degenere, percido deve essere [z, y] = k(z,y)tq.

4. Si sa che dimL, = 1 e, per il punto 3, che [Ly, L_s] < (ta). Sia z €
L, \ {0}, allora se k(z,L_,) = 0, k(xz,L) = 0, dato che per ogni altro
B, k(z,Lg) = 0 per lortogonalita. Quindi dato che k & non degenere,
deve essere k(x,L_,) # 0. Ma allora, sempre per il punto precedente,
[z, L_4] # 0.

5. Per assurdo, sia a(t,) = 0; allora per ogni © € L, ey € L_,, si ha
[ta,x] = 0 = [ta,y]. Si possono scegliere x e y in modo che k(z,y) = 1,
cioe [z,y] = tq. Allora lo spazio S = (z,y,t)c € un’algebra risolubile,
dato che i bracket definitivamente si annullano, e si ha S = ad(S) C
gl(L), per liniettivita della mappa aggiunta. Ora, da una parte ad(t,)
¢ diagonalizzabile, in quanto ¢, ¢ elemento del toro; dall’altra, ad(t,) =
ad([x,y]), che & nilpotente, dalla dimostrazione del teorema di Lie. Quindi
ad(t,) deve essere nullo, ma ad & iniettiva, percio ¢, = 0, assurdo.

6. Si sceglie y € L_, in modo che k(x,y) = 2/k(ta,t.) € si pone h =
2ta/k(ta,ta). A questo punto si ha un isomorfismo dato da z +— e, y — f,
h+— h, infatti si dimostra che [z,y] = h, [h,x] = 2z e [h,y] = —2y. O

Proposizione 2.5.6. Se a € @, allora gli unici multipli di a che appartengono
a P sono ta.

Dimostrazione. Sia M = Tec ® @ cc Lea € L; per il punto 6 della proposizio-
ne 2.5.5, sitrovano x € Ly, y € L_, e h = [z,y] € Lo tali che (z,y, h) = sl(2,C)
agisce su M. Questa e una rappresentazione, che ha pesi 0 su T, ¢ e 2¢c su L¢q:
infatti, poiché si ¢ definito h = 2ta/k(ta, ta):

k(ta,ta)

hylea) = ca(R)lea = k(ta, h)cleo =2
[hlea] = ca(h) (ta; h)e Ko o)

Cleo = 2¢l,q.

Dato che i pesi sono interi, deve essere innanzitutto ¢ € Z[!/2].

Ora, posto L' := ®c¢{0,i1} Leo, M =ker(a) & (z,y,h) ® L' e questa & una
scomposizione in s[(2, C)-rappresentazioni: le prime due si calcolano, la terza
si ottiene grazie al trucco unitario. Ma in L’ non ci sono vettori di peso 0 per
h, quindi non ci sono vettori di peso pari per h. Di conseguenza, 2cx non € una
radice, perché altrimenti, preso la, € Lag, si avrebbe [k, lag] = 4la4: la, avrebbe
peso 4, assurdo.

Percio neppure 1/2ac puod essere radice, altrimenti 21/2cc = « non sarebbe
radice; allora in M non c’¢ il peso 1 e per il corollario 2.3.10, M =T, c © Lo ©
L_,. O
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Proposizione 2.5.7. 1. Se a € @, allora gli unici multipli di @ in & sono
ae—a;

2. se a,3 € D e hy = 2ta/k(ta, ta), allora B(hy) €Z e B — B(ha)a € ;
3. sea,B€® ea+ €D, allora [Ly,Lg) = Lots;

4. sea,B € ® el # ta, siano r e q i naturali massimali per cui B—ra € P e
B+4qa € O, allora per ognii, r <i < gq, f+ia €  einoltre B(hy) =7—¢;

5. L ¢é generata come algebra di Lie dagli L, per o € ®.

Dimostrazione. 1l primo punto e la proposizione 2.5.6.

Per il secondo e il quarto, sia K = >, , Lgt1a; K ¢ un sl(2,C)-modulo,
dove sl(2,C) ¢ la copia generata da Lo, L_, € (to). Si ha infatti, per z € Lgiiq,
[Ta, 2] € Lay(tia) € K € [Ya, 2] € L_qt(341a) € K, mentre

[hou Z] = (6(}1&) + la(h(x))z = (ﬂ(ha) + 27tl)2’ = (ﬁ(ha) + 2Z)Z§

per quest’ultima, K e irriducibile, dato che dim Ly + dimL; = 1. Essen-
do un sl(2,C)-modulo irriducibile, per il teorema di struttura delle sl(2,C)-
rappresentazioni, K avra un elemento di peso piu alto, per [ = ¢, e un ele-
mento di peso minimo, per [ = —r, e uno qualunque dei pesi intermedi deve
appartenere a K. Inoltre, il peso massimo ¢ 'opposto del peso minimo, cioe
(B+qa)(hy) = —(B—ra)(ha), dacui 28(hy) = 2r—2q, ovvero B(h,) = 7—q € Z.

Per il terzo punto, se o + ( ¢ una radice, allora L,y # {0}, percid ¢ > 1.
D’altra parte, per il teorema di struttura, applicando z, a un vettore di Lg (di
peso B(hy)), si ottiene un vettore di Lgiq di peso B(hy) + 2, che in particolare
sard non nullo. Allora 0 # [La,Lg] C Loy, da cui si ha 'uguaglianza per
questioni di dimensione.

Per il quinto punto, un elemento di L, & ovviamente generato dagli L, cosi
come i t, sono generati dagli L,; I'unica possibilita ¢ che ci sia h € T, ¢ tale
che h ¢ (t,) per ogni @ € ®, ma allora [h,l,] = a(h)l, = k(ta, h)l, = 0, cioe
h e Z(L) = {0}. O

Si sa che ® C T . Grazie alla forma di Killing si puo dare un prodotto
scalare (7,0) = k(ty,ts) su Te c. Si puo rivisitare la proposizione: per esempio,
si traduce B(hy) = B(2ta/k(ta,ta)) = 2F(ts:ta)/k(ta, ta) in 28 @)/ (a,a) € Z, che & la
proprieta di integralita richiesta a un sistema di radici. Ancora, 83— 3(ha)a € @,
8 =20, 0)/(a,)a € @ & la simmetria rispetto all’iperpiano ortogonale a «.

Per completare l'identificazione delle radici di un’algebra di Lie con un si-
stema di radici, si pud dimostrare che se «, 3 € @, allora (o, 3) € Q. Questo
permette di definire il prodotto scalare su <<I>>Q ®q R, che ¢ lo spazio euclideo
dove si costruisce il sistema di radici dopo 'identificazione.

2.6 Teorema di Poincaré-Birkhofl-Witt

Definizione 2.6.1. Siano K un campo e V uno spazio vettoriale su K; si
pongono TV := K, T'V =V, T"V = X, V; da questi si costruisce I'algebra
tensoriale di V., 7(V) == ;5 T'V.
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L’algebra tensoriale ¢ un’algebra associativa graduata con unita, non com-
mutativa. E universale rispetto alla proprieta che data v: V' — A lineare, con
A algebra associativa con unita, allora esiste 4 che fa commutare il diagramma:

L'ideale I == (v @y -y ®@x), . ¢ bilatero e si definisce S(V) :== 7(V)/1,
Ualgebra simmetrica su V. Quello che si ottiene ¢ ancora un’algebra gradua-
ta, perché I & omogeneo, cioe I = @,~, I N T V). E ancora universale, se-
condo la stessa proprietd, richiedendo perd che A sia un’algebra associativa
commutativa con unita. In particolare, S(V') & isomorfa all’algebra dei polinomi
Klz1,...,z4mv] (se dimV < 00), o all’algebra dei polinomi in infinite variabili.

Definizione 2.6.2. Data un’algebra di Lie L, I’algebra inviluppante di L & data
da una coppia (%, 1) dove:

1. % & un’algebra associativa con unita;
2. i: L — 7 & lineare e i([x,y]) = i(z)i(y) —i(y)i(z);

3. % ¢ universale rispetto al diagramma seguente, dove A & un’algebra
associativa con unita e j € lineare e tale che j([z,y]) = j(2)j(y) —7(y)j(x):

Grazie alla proprieta universale, se esiste, 1’algebra inviluppante & unica a
meno di isomorfismi. Per I’esistenza, si costruisce esplicitamente ’algebra % (L) :
= 7)/s, dove J & l'ideale (non omogeneo) (z®@y—y®z — [,Y]), yer- Si
verifica senza troppe difficolta che questa e davvero un’algebra inviluppante per
L: data j: L — A, ¢ sufficiente definire j' come j sugli elementi di grado 1,
estenderla nel modo ovvio a .7 (L) e verificare che passa al quoziente.

Il fatto che I'ideale J non sia omogeneo crea dei problemi: per esempio, dato
che il quoziente coinvolge elementi di grado 1, non & banale sapere se si puo
immergere L in Z(L)/; perd, dato che J NT°L = {0}, si sa che la proiezione
7 T (L) — 7))y & iniettiva su TOL.

Esempio 2.6.3. Se L & abeliana, allora % (L) = S(L), dato che l'ideale J si
riduce a 1.

Esempio 2.6.4. Si considera s[(2,C); una base & data da h, f, e. I polinomi
ordinati h® f’e¢ formano una base di % (sl(2, C)), poiché grazie alle relazioni (in
% (s1(2,C)))
h=le,fl=e® f— f®e,

h,e]=h®e—e®h,
—2f=[hfl=hef-f®h,
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ogni elemento di % (sl(2,C)) si puo ordinare, portando all’inizio i termini in h
e alla fine i termini in e.

Sottointendendo lo spazio vettoriale, sia T}, =T @ T @ --- @ T™; allora
To C T, C -+ & una filtrazione di T. Sia %, = 7(T),), le proiezioni di Tp,
in % . Ponendo %_, = {0}, si ha che 1 C --- C %, C --- & una filtrazione
di % e inoltre %%y C Um+p-

Definizione 2.6.5. Ponendo G™ := %n/%,,_, (con la moltiplicazione indotta
da quella di %, che si dimostra essere ben definita), si definisce ’algebra gra-
duata associata alla filtrazione %, come ¥ = @, ~,G™. In particolare, ¥ &
un’algebra graduata associativa con unita.

Si pud definire la mappa @, : T™ = %, — G™; @, & suriettiva, perché la
proiezione degli m-tensori ¢ proprio cio che differenzia %, da %,,_1. Conside-
rando tutte le ¢, si ha una mappa ¢: .7 — ¥ lineare e suriettiva, anche se non
e detto che sia una mappa di algebre.

Lemma 2.6.6. La mappa ¢: T — &4 & morfismo di algebre. Inoltre o(I) = 0,
dunque ¢ induce un morfismo di algebre suriettivo w: S — 4. In particolare 4
e commutativo.

Dimostrazione. E un morfismo di algebre per la definizione del prodotto su ¥;
o(I) =0 perché, in , x @y e y ® x differiscono di elementi di grado inferiore,
che vengono annullati dal quoziente. O

Teorema 2.6.7 (Poincaré-Birkhoff-Witt). Il morfismo w é un isomorfismo di
algebre.

Corollario 2.6.8. Sia:

Tm*ﬂF)dZ/m

L

Sm—=G™.

Se W < T™ ¢ un sottospazio che viene mandato isomorficamente su S™,
allora w(W) & un complementare di Up—1 in U,

Dimostrazione. Per il teorema, W viene mandato isomorficamente in G™ attra-
verso S™, allora deve essere mandato isomorficamente in G anche attraverso
Uy, Di conseguenza, m(W) @ Upy—1 = U O

Corollario 2.6.9. Si ottiene che L © % = 7 e che m ¢ iniettiva. In
particolare, si puo mappare l’algebra di Lie L dentro la sua algebra inviluppante.

Dimostrazione. Considerando lo stesso diagramma del corollario 2.6.8 per m =
1, prendendo W = L = T, si ha un isomorfismo di W su S! (perché S = 7/1
con I che non coinvolge termini di primo grado) e quindi L © % = % e w1, ¢
iniettiva. O

Corollario 2.6.10. Sia (x1,...,Zn,...) una base di L; allora gli elementi
Ti1) e Tigm) = T(Ti1) @ - @ Ty(m)) dove m € ZT e i(1) <i(2) < --- < i(m),
insieme a 1, sono una base di U .

Dimostrazione. Segue dal corollario 2.6.8, trovando la base grado per grado. [

30



2. Algebre di Lie

Dimostrazione del teorema di Poincaré-Birkhoff-Witt. Si fissa una base ordina-
ta (xx)ycp di L; si identifica S con 'algebra dei polinomi nelle 2 (denotando
le variabili con z) per distinguerle). Se ¥ = (A1,...,A;,) € una lista di indici,
allora:

1. si dice che ¥ ha lunghezza m;

S1 pONgono 2s; i=2x, ** 2y, € Tx =Ty, @ - QTx,,;

m

se A1 < -+ < A\, si dice che X e crescente;

se A < \; per ogni i, si scrive A < 3;

BB B R

per convenzione, si dice che @ & una lista crescente e si definisce zg = 1.
Con queste notazioni, una base di S ¢ data da tutti gli zy, con X crescente.

Lemma 2.6.11. Per ognim € Z™, esiste un’unica mappa lineare f,: L®S,, —
S (con Sy, = 8S°®---®S™, la filtrazione associata alla gradazione su S) tale
che:

1. f(zr®25) = 2225 se A< X ez € Spy;
2. fm(zx® 2z5) = 2x2zs (mod Si) se k <m e zx € Sk;

3. fm(xA & fm(xn & ZT)) = fm(mn & fm(x)\ (24 ZT)) + fm([x)\axn] & ZT) se
T € Smfl.

Inoltre, f,, coincide con f,_1 su L ® Sp,_1.

Dimostrazione. Si osserva innanzitutto che il terzo punto ha senso grazie al
secondo, per cui f,(z, ® zr) € S,,. Inoltre se f,, con le tre proprieta esiste ed
€ unica, necessariamente si ha 'ultima osservazione di coincidenza con f,,_1.

Per induzione su m si mostra che f,,, esiste ed & unica. Per m = 0, le richieste
si riducono a fo(zy ® 1) = 2y, quindi non ¢’ nessun problema. Si suppone ora
di avere f,,_1 che soddisfa le proprieta e di volerla estendere a f,,.

Presa una lista ordinata 3 di lunghezza m, va definito f,,(z)®2%);se A < X,
per la prima proprieta si deve porre f,,, () ®z5) = z)zx. Se invece A £ X, posto
Y= (uT) con u < A, sisache fp,_1(x, ® 21) = 2,27 per induzione; allora

fm(@a®25) = fr(@A®@2u27) = fr(2A® frn—1(2,®@27)) = frn(2A® frn (2, @ 27))

e si e obbligati a deve definire f,, come il secondo membro della terza proprieta,
che pero € espresso ancora in termini di f,,: cioe si pone

(@A ® 25) = f (@) @ frn(zA ® 27)) + frn([22, 21] @ 27).

Per la seconda, fi,(zx ® 21) = fm—1(Zx ® 217) = 2a29 + y, con y € Sp,—1. Con
questa osservazione, si mostra che I’espressione che sembrava dipendere ancora
da f,, in realta e gia completamente definita: il primo addendo si trasforma in

(@ @ 2x21) + frm(2, @ Y) = zp2azr + fr—1(2, @ y)

rispettivamente per la prima proprieta (dato che p < (A, T)) e perché y €
Spm—1; il secondo addendo & fp,—1([xx,x,] ® 21), ancora perché zp € Sp,—1. Si
¢ dimostrato che la f,,, puo essere definita e le proprieta implicano 'unicita.
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2. Algebre di Lie

L’ultima cosa da dimostrare & che f,, cosi definita soddisfa le tre relazioni.
La prima & soddisfatta per costruzione; per la seconda, scelto k < m e zx con
Y = (i, T) di lunghezza k, se A\ < p si conclude subito per il primo punto,
altrimenti si ha

f(xr ® 25) = fr(z) ® 25) = fu(er @ fulz, ® 27)) =
= zuzner + fe1(2a @ y) + foo1([za, 7] @ 27)

e gli ultimi due addendi appartengono a Si. La terza vale per costruzione quando
n < Aen <T;se X =nla condizione non dice nulla, perché [zy,z,] = 0; se
nella proprieta si scambiano A con 7 si ottiene la stessa condizione, quindi vale
anche per A < n e A < T. Rimane da verificare quando né A né n sono minori
o uguali a T. Sia quindi T = (p, ¥) di lunghezza m — 1 con p < A e p < n; si
abbrevia f,,(x ® z) con zz. Per la terza proprieta applicata al grado m — 1,

Tyzr = Ty(Tpze) = v (Th2e) + [Th, Tp) 20,

mentre per la seconda, sempre in grado m — 1, si ha x,2¢ = 2,20 + w, con
w € Sm—2. Per x(z,(2y2v)) e per zx(z,w), la terza proprieta e gia stata
dimostrata, rispettivamente perché p < n e per induzione (w ha grado m — 2),
quindi vale anche per la loro somma, che sostituendo equivale a x(x,(z,2v)):

J:A(.Z‘M(an\p + w)) = xk(xu(xnzﬂ’)) = xu(xk(xnz\l’)) + [x/\axu](xnz\l’)~

Infine, applicando x) alla prima equazione trovata e usando due volte la terza
proprieta, si ottiene

zx(Tnzr) = 2x(@p(Th2w)) + 2a([T0, 2] 2w) =

=z (2A(Tn2w)) + (25, 2l (@n2w) + (2, 2 (TA20) + T2, [T, 74]] 20

Se si ripete scambiando A e 7 e si sottrae, applicando Jacobi rimane solo
xx(xy2r) — Ty(xa2r) = [N, )27, la proprieta richiesta. O

Lemma 2.6.12. FEsiste una rappresentazione p: L — End(S) tale che
p(xr)ze = zxze se A < X e p(zy)zs = zxzy (mod Sp,) se ¥ ha lunghezza
m.

Dimostrazione. La mappa f,, del lemma 2.6.11 & costruita a ogni grado in modo
da essere compatibile con quelle definite nei gradi inferiori, quindi esiste una
mappa f: L®S — S tale che per x\ € L e z5 € Spn, f(2 ® 25) = fm(z ® 25);
f si puo vedere come una rappresentazione di L. Le formule dicono come agisce
Zx su S: in particolare per S,,, ponendo p(zy)(zs) = f(zx ® 2x), si ha che
[p(zx), p(zp)]zr = plzx)p(zu)zr — plzu)p(za)zr = p(lex, zu]) 2. O

Lemma 2.6.13. Sia t € T, N J; allora la componente omogenea t,, di grado
m di t appartiene a I.

Dimostrazione. Si scrive: t,, = ) viTs(;), con X(i) liste di indici di lunghezza
m. Per la proprieta universale di .7, il morfismo p: L — End(S) si estende a un
altro morfismo, chiamato p’, da & a End(S). Poiché p soddisfa [p(x), p(y)] =
p([z,y]) (essendo un morfismo di algebre di Lie dal lemma 2.6.12), p’ si fattorizza
per J, cioe J C ker(p'), infatti

Plleey—yox—I[r,y]) = p'(@)p (y) — o' (W) (x) = p'(x)p'(y) + o' (y)p' (x) = 0;
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2. Algebre di Lie

allora si puo definire p: % = 7/7 — End(S5).

Tornando a t, p'(t) = 0 perché t € J C ker(p'); ma p(t)(1) € S & un
polinomio il cui termine di grado piu alto ¢ ) vizs(), per il lemma 2.6.11,
percio dovra essere ) vizs;) = 0 in S. Dunque t¢,, viene mandato in 0 dalla
mappa 7 — S = J/1, cioe t,, € I. O

Ora si puo concludere il teorema, mostrando Uiniettivita di w (si & gia di-
mostrata la suriettivita nel lemma 2.6.6): sia t € T™ con 7(t) € ker(w), cioe
tale che p(t) = 0; si deve dimostrare che t = 0 in S, cioe che t € I. Questo &
sufficiente perché ¢ manda T in G™, quindi basta prendere un ¢ omogeneo.

Poiché ¢ viene mandato in 0 da ¢, 7(t) € %mn—_1, su cui si mappa surietti-
vamente T,,_1. Di conseguenza, deve esistere t' € T,,_1 tale che 7(t') = = (¢);
allora t — ¢ € T,, et —t' € J, perché 7(t — ') ¢ nullo in % = 7/1. Per il
lemma 2.6.13, la componente di grado m di ¢ — ¢’ appartiene a I, ma ¢’ ha com-
ponenti di grado al pit m — 1 e t ha solo la componente di grado m, percio si
hatel O

2.7 Teoria delle rappresentazioni delle algebre di Lie
semisemplici complesse

Si sono affrontate in precedenza le algebre del tipo L = g®ig, con g compatta se-
misemplice reale. Un’algebra di questo tipo si spezza come L = T, c ®P 4 La>
dove ® sono le radici. Sia V' un L-modulo di dimensione finita; si & gia visto
che gli elementi h € T, ¢ agiscono su V con matrici diagonalizzabili. Infatti,
Tec = (ha; | @« € A), dove A & una base del sistema di radici; h,, appartiene a
(Tays Yoy » Pas ) = 51(2,C); V, in quanto s((2, C)-modulo, si spezza in sottomoduli
irriducibili, su ognuno dei quali h,, agisce in modo diagonale; infine, gli h,,
commutano tra loro, per cui sono diagonalizzabili simultaneamente.

Definizione 2.7.1. Sia V) :=={w € V | (Vh € T, c)hw = A(h)w } con A € T7¢;
si dice che V) ¢ lo spazio peso relativo al peso .

Grazie alle considerazioni fatte sulla simultanea diagonalizzabilita, si ha la
seguente.

Proposizione 2.7.2. Se V ¢é un L-modulo di dimensione finita, allora V =
@AET;YC Vi

La somma & fatta solo su un numero finito di A, gli altri danno V) = 0. Una
situazione simile si ha quando si faceva agire T¢ ¢ su L stesso.

Se V non ¢ di dimensione finita, si possono ancora definire i V), ma non ¢ piu
vero che > V) = V:sia V' tale somma, che si mostra essere diretta. Come per le
rappresentazioni di s[(2, C), si scoprira che esiste uno spazio peso di peso massi-
male, rispetto alla relazione A > i se e solo se A — i € una combinazione lineare
a coefficienti positivi di radici semplici. Allora, ponendo ® :={A € ® | A >0}
e presa a € T, [L,, V)] dovrebbe avere peso A + «, quindi [L,, V)] = 0. Lo
spazio peso di peso massimale sard caratterizzato dalla proprietd A(«;) € N per
ogni a; € A.

Definizione 2.7.3. Un wvettore massimale v di un L-modulo V, & un vettore
non nullo tale che L,vt = 0 per ogni a € ®+.
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2. Algebre di Lie

Esempio 2.7.4. Si considera sl(4,C) che agisce su se stessa tramite ’azione ag-
giunta; uno spezzamento naturale ¢ quello in cui T¢ ¢ ¢ costituito dalle matrici
diagonali e Ly,, La,, Las da quelle non nulle su un elemento della sopradia-
gonale. Un elemento dell’algebra annullato via bracket dalle matrici triangolari
superiori € Lo, 4as+as, quello associato all’elemento pit in alto a destra, ed
¢ anche l'unico (a meno di scalari). Si verifica facilmente che questo dipende
fortemente dalla base scelta. Un algoritmo utile per trovare nuove basi consi-
ste nell’aggiungere al diagramma di Dynkin, che in questo caso & Az, la radice
—(a1 + az + a3), aggiungendo a loro volta gli archi dalla nuova radice a «; e ag
(perché (o, —(a1 + as + a3)) = 1 e cosi via); successivamente si pud cancellare
uno qualsiasi degli altri vertici del diagramma.

Definizione 2.7.5. Scelta una base A di ® e spezzata L di conseguenza, la
sottoalgebra di Borel ¢ B(A) == Tec ®© P cqr La-

Essere un vettore massimale significa essere un vettore che viene annulla-
to da tutta la parte strettamente positiva della sottoalgebra di Borel. Data
una rappresentazione V' e una base A, ci si puo chiedere se esiste un vettore
massimale in V; deve essere annullato da tutta la parte positiva di B(A), cioe
[B(A), B(A)] = @,cop+ La- Si osserva che B(A) contiene gli spazi relativi al-
le radici di altezza (dove con altezza si intende la somma dei coefficienti nella
scrittura rispetto a A) maggiore o uguale a 0; proseguendo ulteriormente con i
bracket, si ottengono spazi relativi a radici di altezza sempre maggiore, che pri-
ma o poi termineranno, cio¢ B(A) & risolubile. Se dim V' < oo, esiste un vettore
in V annullato da tutta la parte positiva di B(A), cio¢ un vettore massimale;
infatti [La, Va] € Vata, da cui si ha che le matrici relative a elementi della parte
positiva hanno la diagonale nulla; unito al corollario 2.4.8 al teorema di Lie, si
ha che le matrici delle azioni sono strettamente triangolari superiori. Se invece
la dimensione & infinita, non e detto che un vettore massimale esista.

Definizione 2.7.6. Un L-modulo ¢ detto ciclico standard di peso massimale A
se ¢ della forma % (L)v™, con v™ un vettore massimale di peso \.

Teorema 2.7.7. Sia V un L-modulo ciclico standard con vt vettore massimale

di peso \; sia ®T ={B1,...,8m}, allora:

1. V é generato dai vettori ygl ~~yg;v+ con i; € N; in particolare V ¢ la
somma diretta dei suoi spazi peso (cioe V. .=V');

i pesi di V sono della forma p=X\—>3" kioy; con k; € N;

a; EA
gli spazi peso V), hanno dimensione finita e V) ha dimensione 1;

ogni sottomodulo di V' ¢ somma diretta di spazi peso;

SAREER SIS

V' é indecomponibile con un unico sottomodulo proprio massimale e quindi
con un unico quoziente irriducibile.

Dimostrazione. 1. E una conseguenza di Poincaré-Birkhoff-Witt: preso
un elemento di % (L), si puo ordinare, mettendolo nella forma
yéll - yg’;‘l hy - héﬁ”ﬂxlgi e xg:, agendo su v, gli  lo annullano, quindi
non devono essere presenti; gli h mandano v™ in un suo multiplo, perché
vt € Vy, quindi per generare V bastano gli elementi del tipo yf}ll e yg’:’n
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2. Algebre di Lie

2. Il vettore v :== ygl .- y%’; v™ ha peso A— 3" i;3; applicando ripetutamente
hyﬁiv+ = [h’ yﬁi]v+ + Ys, hvt = _ﬁi(h)yﬁiv—‘r + )‘(h)yﬁiv+'

3. Le combinazioni che generano un certo peso, sono obbligatoriamente in
numero finito per il punto precedente; in particolare, per avere il peso A
non si puo applicare alcun yg, .

4. Preso I' un sottomodulo di V, si deve dimostrare che I' = €9, I' N V..
Sianow € I' e w = v1 + - - - + v, una scrittura minima rispetto a n tale che
v; € V,,,\I'; si sceglie h tale che pi1(h) # po(h). Allora hw = pi(h)vi+-- -+
tn(h)v, € T', ma anche pi(h)w € T'; sottraendo si ottiene che (p2(h) —
pi(h))va + -+ + (pn(h) — p1(h))(vy) € T, che viola la minimalita.

5. Ogni sottomodulo proprio di V' & somma di spazi peso e non puod conte-
nere V), (altrimenti sarebbe uguale a V'); ne segue che la somma di tutti
questi sottomoduli ¢ ancora propria; la somma sara 'unico sottomodulo
massimale di V, che corrisponde a un unico quoziente irriducibile. O

Teorema 2.7.8. Per ogni A € T, esiste un unico modulo ciclico standard di
peso massimale X irriducibile.

Dimostrazione. Unicita. Sisuppone esistano due moduli V' e W con tali richie-
ste, di generatori v e w¥, allora si prendono % = (vF,wt) e VAW e
Y =% (L)xt C V@& W. Allora Y & ciclico standard di peso massimale
A. Siano py e pw le proiezioni di Y su V' e W; banalmente sono morfismi
di L-moduli e le immagini contengono sicuramente v+ e w™. Per 'irridu-
cibilita, le proiezioni sono suriettive, percio esistono M, N C Y tali che
Y/M=V eY/N=W. Ma per il teorema 2.7.7, un modulo ciclico standard
ha un unico quoziente irriducibile a meno di isomorfismo, da cui V= W.

Esistenza. Si definisce un % (B(A))-modulo, Dy := (p), imponendo che le
azioni su p siano date da z,p = 0 e hp = A(h)p. Si considera allora V :=
U (L) @ (B(a)) Dx e si verifica che questo ¢ un modulo ciclico standard di
peso massimale \. Il suo unico quoziente irriducibile ¢ il modulo irriducibile
cercato. O

Definizione 2.7.9. A seguito del teorema, si denota con V() 'unico (a meno
di isomorfismi) L-modulo irriducibile, standard, ciclico con peso massimale A e
vettore di peso massimale v+.

Lemma 2.7.10. Per k > 0, si hanno in % (L) le sequenti identita:

(2,45 = 0 peri # j,

[ yr 1] = = (k + D (hy)y

[, i1 = —(k + Dyl (k- 1= hy).
Dimostrazione. La prima identita viene dal fatto che [x;,1;] € La,—o, € se a;
e «; sono radici diverse di una base, allora a; — a;; non & una radice (perché

avrebbe almeno un coefficiente negativo e uno positivo), quindi Ly, o; = 0;
eventualmente si itera il procedimento.
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La seconda si fa per induzione: il passo base € per definizione, quello
induttivo:

[y = byl — by = [y, uflys + yl hyi — Yl yih =
= —koy(hy)yf ™ + i [hy, yi) = —kau(hy)yf ™ = aa(hy)yl ™

Per la terza, si scrive

(25, yF ) = 2yl ™ =y ey = (2 vyl 4 vilmn vF] = iyt + vilw, o

e si procede per induzione usando anche la seconda identita. O

Teorema 2.7.11. Gli L-moduli irriducibili di dimensione finita sono tutti e
soli i V(X) con A intero dominante, cioé A ha,) € N per ogni a; € A.

i

Dimostrazione. = Siano V un L-modulo irriducibile e v un suo vettore mas-
simale, che sicuramente esiste; allora % (L)v™" ¢ un sottomodulo non nullo
di V, da cui  (L)vT =V per lirriducibilita. Ma % (L)v™ = V()), dove
A ¢ il peso di vT.
Rimane da dimostrare che A ¢ intero dominante. Per ogni radice «;, si
considera V' come un s[(2, C)-modulo, dove s((2,C) & la copia (x;, yi, hs).
Come sl(2,C)-modulo, V ha ancora come vettore di peso massimale v di
peso \; ma per il teorema di struttura, h;vot = A(h;)vtT € N.

< Sia V() il modulo ciclico standard di vettore di peso massimale v+ di peso
A. Si pone S; = (x;,y;, hi) = sl(2,C). Si ¢ gid dimostrato che V() ¢
irriducibile, si deve mostrare che ha dimensione finita.

1. Fissato i, (vF,yvt, ... ,yfvF,...) & un S;-modulo di dimensione fi-
nita: siano m = A(h;) e w = yim*'lv*, allora dalla prima iden-
tita del lemma 2.7.10 e dal fatto che v ¢ massimale si ha z;w =

[z, T ot + yFTlaut = 0; d’altra parte, dalla seconda e dalla

terza identita,
Tw = yf"‘lxiﬁ — (m+ 1)yzm(mvJr — A(hy)vT) = 0.

Essendo annullato da tutto gli xx, w sarebbe un vettore massimale
di peso A — (m + 1)a; # A, assurdo per il teorema 2.7.7.

2. Sempre fissato 4, si dimostra che V(A) & somma di S;-moduli di di-
mensione finita. Sia V'’ la somma di tutti gli S;-sottomoduli fini-
ti di V(A\) per qualche i; V' # @, dato che il primo punto da un
S;-sottomodulo finito.

Sia W wuno di questi S;-sottomoduli finiti; allora W' =
Y acat (@aW + yoW) & ancora un S;-modulo: infatti [z, 2,W] =
Zo,+aW e cosl via: azione di S; non fa uscire da W’. Inoltre W' &
chiaramente finito.

Di conseguenza, V' ¢ stabile per L, cio¢ ¢ un sottomodulo di V;
essendo non vuoto, deve risultare V' = V per lirriducibilita.

3. Siano o;(a) = «a — a(h;)a; la riflessione rispetto a «; e s; =
eP@der(=vi)er(@) (dove p: L — gl(V()\)) & 'azione); la definizione
di s; ha senso perché p(z;) e p(y;) sono localmente nilpotenti (cioe,
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per ogni v esiste m(v) € N tale che p(z;)™ v = 0 = p(y;)™™), dato
che v appartiene a una somma finita di S;-moduli di dimensione fini-
ta, percio i pesi dei vettori di questa somma non possono diventare
arbitrariamente grandi.

Ora, si dimostra che se V,, € uno spazio peso di V(\), si ha s;V, =
Veo,u, cioe il gruppo di Weyl, generato dalle riflessioni, agisce sugli
spazi peso. Innanzitutto, si osserva che se g,h € L e p(g) & lo-
calmente nilpotente, allora e?(9) p(h)e=?9) = ¢2d(P(9)(p(h)); infatti,
ad(p(g)) = Ly(g) + R_,(4) € somma di due operatori che commutano,
da cui e2d(P(9) = eLo)efi-p(e) = L) Re—o(9)-

A questo punto, si ha

sip(hj)3;1 — ep($i)ep(*yi)eP(Ii)p(hj)e*p(wi)ep(yi)e*p(wi) -

= ead(l’(mi))ead(_P(yi))ead(P(Ii))(p(hj)) =

)

_ p(ead(mi)ead(fyi)ead(wi) (h]))

I'ultima uguaglianza deriva dal fatto che p € un morfismo di algebre
di Lie.

Per concludere, si separano due casi. Se j = ¢, allora sip(hi)si_l =
p(—h;) = —p(h;), calcolando direttamente; di conseguenza, s;p(h;) =
—p(h;)si, che applicato a w € V,, da

p(hi)siw = —sip(hi)w = —p(h;)s;w =
= (u(hs) = p(hs)ai(hg))siw = o5 () (hi)siw,

cioe il peso di s;w rispetto a «; € o; ().
Nel secondo caso, i # j, si procede allo stesso modo, usando pero la
matrice di Cartan.

. Per ogni peso u, 'orbita dell’azione del gruppo di Weyl su V), com-
prende almeno un peso non negativo, grazie alla transitivita dell’a-
zione del gruppo di Weyl sulle camere. Infatti, se ;4 non ha coefficienti
nulli, si ottiene subito il risultato; se ne ha, significa che appartiene al

.....

di una camera relativa a un peso positivo.

Ora, gli spazi peso hanno dimensione finita, il gruppo di Weyl e fi-
nito ed e fatto da riflessioni, quindi le orbite sono finite. Rimane da
dimostrare che i pesi positivi sono finiti, ma questo ¢ ovvio perché i
pesi possono essere solo del tipo A — > k;a; con k; € N. O

3 Risultati ulteriori

3.1 Decomposizione di Levi

Siano q e m algebre di Lie su K e sia 0: m — gl(g) una rappresentazione di m in g
tale che o(Y") sia una derivazione di q per ogni Y € m. Si definisce un bracket su
gxm: [(X,Y), (XY =[[X,X]+0(Y)X' —o(Y")X,[Y,Y’]]. Questo bracket
rende q x m un’algebra di Lie, che si chiamera il prodotto semidiretto di q e m
rispetto a o e si denota ¢ X, m.
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Osservazione 3.1.1. Se o0 = 0, si ha il normale prodotto diretto.

Si considerano ¢ = q x {0} e m’ = {0} x m: preso ([,0), si ha
[(1,0), (X", Y] = [[I, X']—o(Y")I,0], quindi g’ & un ideale. Il secondo invece non
¢ un ideale, ma solo una sottoalgebra. Si ha inoltre ¢'Nm’ =0e g'+m’ = qx,m’.

Si vorrebbe sapere se, dati q ideale e m sottoalgebra contenuti in un’algebra
di Lie g, soddisfacenti g+m = g e qNm = {0}, si puo esprimere g come prodotto
semidiretto di q e m. Questo ¢ in effetti possibile: definendo o(Y)X = —[Y, X],
o & una rappresentazione di m su q e o(Y) & una derivazione (a meno del segno,
¢ la mappa aggiunta). Allora 7(X,Y) := X + Y & un isomorfismo tra q x, m e

g.

Definizione 3.1.2. Siano g un’algebra di Lie e q := Rad(g); una sottoalgebra
m tale che gNm = {0} e g+ m = g si dice sottoalgebra di Levi; g = q + m si
chiama decomposizione di Levi.

Teorema 3.1.3 (Levi-Mal’¢ev). Siano g un’algebra di Lie su K, ¢ = Radg;
allora g ammette una sottoalgebra di Levi m.

Si deve notare che lo spezzamento ¢ come spazi vettoriali; per ricostruire
il prodotto si deve inserire il prodotto semidiretto. Sicuramente, m = 8/Rad g,
quindi in particolare m & semisemplice (nell’accezione di avere il radicale nullo).
Il teorema seguente permette di dire che con le rappresentazione che gia si

conoscono, ¢ possibile trovare le rappresentazioni di (quasi) ogni algebra.

Teorema 3.1.4. Siano g un’algebra di Lie complessa, gs ‘= 9/Radg ¢ V una
rappresentazione irriducibile di g. Allora V' é della forma Vo @ T, dove Vi € una
rappresentazione di gs (0ssia una rappresentazione di g nulla sul radicale) e T
¢ una rappresentazione di dimensione 1.

Dimostrazione. Si usa un lemma: dati un ideale h < g, una rappresentazione V'
digedeb*, posto W ={veV|(VXehXw)=AXX)},sihaY(W)CW
per ogni Y € g. Si usera con h = Radg, mostrando che W # @, da cui per
lirriducibilita dovra essere W = V. O

3.2 Teorema di Ado

Teorema 3.2.1 (Ado). Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita; allora esiste
una rappresentazione fedele di dimensione finita di g.

Sostanzialmente, il teorema di Ado dice che ogni algebra di Lie si puo im-
mergere in un gruppo lineare di qualche dimensione, anche se non specifica dei
limiti per questa dimensione. La dimostrazione procede immergendo 1’algebra
in pil passi: prima solo il centro, poi il radicale e poi tutta 1’algebra.

Dal teorema di Ado, si ha che ogni algebra g ammette un gruppo di Lie
G C GL(n) tale che G, = g. Questo perd non dice che ogni gruppo di Lie ¢
in realta un gruppo lineare, dato che ci sono piu gruppi che hanno la stessa
algebra. Per i gruppi compatti invece si ha il seguente.

Teorema 3.2.2. Ogni gruppo di Lie compatto ammette una rappresentazione
fedele di dimensione finita.
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Figura 1: Sistemi di radici in dimensione 2.

4 Complementi

4.1 Sistemi di radici
Sia E uno spazio euclideo (R™ con un prodotto scalare).

Definizione 4.1.1. Una riflessione di E' & un’applicazione F — FE che fissa un
iperpiano H e tale che per ogni al H, o +— —a.

Fissato v € E e posto (w,v) = 2w:v)/(v,v), o,(w) = w — (w,v)v ¢ la
riflessione rispetto all’iperpiano ortogonale a v.

Definizione 4.1.2. Un insieme di radici su E ¢ un insieme ® C E tale che:
1. ® & un insieme finito che genera E e tale che 0 ¢ ®;
2. sea € &, RanN® = {+a};
3. se v € D, 0,(P) = P;
4. se a,B €D, (o, B) € Z.
Definizione 4.1.3. 1l gruppo di Weyl di ® ¢ W := (0, | @ € &) C O(E).

Il gruppo di Weyl ¢ sempre un gruppo finito: un suo elemento permuta le
radici, quindi W si mappa nel gruppo delle permutazioni di ®; la mappa € anche
iniettiva perché le radici generano F, quindi due elementi di W che coincidono
su ® sono uguali.

Esempio 4.1.4. Sia E = R; allora gli unici sistemi di radici sono del tipo {+a}
e si denotano con Aq; su R? le possibilitd sono mostrate in figura 1.

Osservazione 4.1.5. Si puo scrivere (o, 8) = |a|| |8l cos¥, da cui («, ) =
2llell/ ) cos ¥ e (o, B) (B, ) = 4cos? . Essendo un intero, questo valore deve
essere in {0,+1, +2, £3}, se si esclude il caso in cui « e § sono collineari.

[(a, B)| _1{B, ) v 181/ Nl

0 0 /2 ?
1 1 7/3,2/3m 1
1 2 /4, 3/am 2
1 3 /6, 5/6m 3

Da questa tabella, in cui sono mostrati i possibili casi a meno di scambiare
a e f3, si deduce che per ogni « e 8 non proporzionali e con cos(a, 3) # 0, si ha

che [{a, B)| o [(B, )] & 1.
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Inoltre, se (a, B) > 0 (cioe se I'angolo tra « e [ ¢ strettamente acuto), allora
a—0 € ®;se (a, ) <0, allora o+ € ®. Infatti, se (a, 8) > 0, allora (o, 3) =1
o (8, a) = 1; se vale la prima, allora si ha a—f = a—(a, §) 8 = 03(a); altrimenti
—(a—=08)=06—-(B,a)a = 04(8). Se (a, ) < 0, si usa l'altro caso con — al
posto di .

Definizione 4.1.6. La §-stringa lungo « ¢ l'insieme {a +i6|i € Z} N ®.

Nella g-stringa lungo «, si avra sicuramente un elemento massimo o + ¢f e
uno minimo « + pB. Tra questi ci sono tutti gli elementi possibili: se si suppone
che ci siano a+7r( e a+sf e che non ci siano a+(r+1)4, ...,a+(s—1)5. Allora
(a+36,8) <0, (a+7rB,5) >0 (altrimenti a+ s - €Poa+rf+ € P)e
sottraendo si ottiene (s8 —r3,0) <0, da cui s <7 e quindi s = r.

Una (-stringa viene mandata in se stessa dalla riflessione 3: og(a + A\3) =
a — AB — (o, B) B, che appartiene ancora alla stringa. Inoltre og(a + pf) =
a—pB—{a,B) B =a+ gB, dato che la radice massima si ha per A = p; questo
significa che la stringa viene ribaltata dalla riflessione. Da questo si deduce anche
che |¢ — p| = |{a, B)| < 3: una stringa & lunga al massimo 4 elementi e in generale
la B-stringa lungo « € lunga |{c, 3)| + 1 elementi.

Definizione 4.1.7. Un insieme A C ® si dice base di ® se:
1. A ¢ base per E;
2. perogni B € ®, f=73 ko conik, €7Z concordi o nulli.

In particolare, una radice § si dice positiva (8 > 0) se i coefficienti sulla base
sono tutti positivi o nulli, altrimenti di dird che § & negativa (8 < 0). Si avra
percid una suddivisione ® = &+ LI &, che induce un ordinamento parziale su
®: 81 < B2 se e solo se B2 — B1 > 0 (lordinamento non ¢ totale perché non &
detto che By — B rispetti la seconda condizione, dato che non & detto che sia
una radice).

Teorema 4.1.8. FEsiste una base per ®.

Dimostrazione. Sia « una radice, si denota con P, l'iperpiano {v | (v,a) =0}.
Si considera E \ |J,cq Pa, € si chiamano gli elementi di questo insieme valori
regolari. Dato un valore regolare +, si definisce ®*(y) = {a € ® | (a,7) >0} e
allo stesso modo @~ (7). Si ottiene una partizione di ® (perché nessuna radice
¢ ortogonale a ) e da questa si vuole ottenere una base. Si dice che o € ()
¢ decomponibile se esistono 31,32 € ®T(v) tali che a = 1 + fa. Sia A(y) =
{a € &7 (v) | a indecomponibile }.

Sicuramente, qualsiasi radice di ®T(y) ¢ combinazione di radici di A(~y)
con coefficienti tutti interi positivi o nulli, quindi anche qualsiasi elemento di
® & combinazione di elementi di A(7y) con coefficienti interi e concordi, dato
che = = —®*. Ora, se «,f sono elementi distinti di A(y), si ottiene che
(o, B) < 0; infatti, se fosse positivo, o — (3 sarebbe una radice e si considerano
due casi: se « — 3 € T (v), a = (o — 3) + 3 sarebbe decomponibile, altrimenti
se f—a € dT(y), B=a+ (8 — a) sarebbe decomponibile.

Si dimostra che A(y) & fatto da vettori indipendenti: si suppone
ZaGA('y) koo = 0; sia € = ZaeAl koo = ZQGAQ —kqa, dove A; & la parte
di A(v) fatta dagli elementi « con k, > 0, e Ay dagli elementi « con k, < 0.
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Allora (g,e) > 0 perché & una norma, ma (g,e) < 0 per losservazione prece-
dente, quindi € = 0. Percio si puo supporre che tutti i k, siano positivi. Allora
0=(7,8) = Xaea(y kal(y,@): dato che ko = 0 e (v,a) > 0, si deve avere che
ko = 0 per ogni a. O

Osservazione 4.1.9. Con il procedimento visto nella dimostrazione, si possono
ottenere tutte le possibili basi, scegliendo «y nelle varie componenti connesse. Sce-
gliendo +/ nella stessa componente, chiaramente la base individuata & la stessa;
d’altra parte se si sceglie 4/ in un’altra componente, ¢’¢ almeno un iperpiano che
separa i due punti, quindi le basi sono diverse. Per questo motivo, ci sono quindi
tante basi quanti le componenti connesse di £ meno gli iperpiani ortogonali agli
elementi di ®.

Definizione 4.1.10. Le componenti connesse di E'\ |J P, si dicono camere

di Weyl.

acd
Definizione 4.1.11. Fissata una base A, preso § = > . kao, si definisce
Valtezza di 3 come ht(f) = Y c A ka- Se B € A, ht(3) = 1 e 3 ¢ detta semplice.
Lemma 4.1.12. Sia a una radice semplice; allora o, permuta ®* \ {a}.

Dimostrazione. Se 3 € ®*\ {a}, B =37 cx k7, con ky > 0 ed esiste almeno
un ks > 0 per un certo ¥ # «. Allora

o), Taeabla)
@) =" (o

appartiene ancora a ®*, dato che il coefficiente di 7 ¢ ancora strettamente
positivo. Infine, la biunivocita ¢ data da quella di o,,. O

0a(f) =0—(Ba)a=pF-2

Lemma 4.1.13. Siano aaq,...,ap € A e si ponga o; = 0. Se
o1 op—1(ag) <0, allora o1+ 0 =01+ 0510541+ Ok—1 per qualche s.

Dimostrazione. Sia 3; == 041 - ok—1(ay); allora Gy < 0, ma fx_1 = oy > 0.
Sia s il minimo per cui 85 > 0; si ha 0,0, = (Bs_1 < 0, ma per il lemma
) )
precedente, I'unica radice positiva che puo essere mandata in una radice negativa
da os € oy, cioe ag = By = 0541 0k—1(ar) = T(a). Ora, si pud dimostrare
) + k k k ) 1%
che o,(q) = ToT 1, percid

010 =01+ 0g_1 (Us+l"'Jk—l)ak(ak—l"'a_s—i—l)o—s—&-l"‘a—k:

Os

=01 05 10541 " Of_1. O
Teorema 4.1.14. Sia A una base di @, allora:

1. se~y ¢ regolare, allora esiste 0 € W tale che (o(7y),a) > 0 per ogni o € A,
cioe W agisce transitivamente sulle camere;

2. se A’ & un'altra base di D, esiste 0 € W tale che o(A') = A, cioé W
agisce transitivamente sulle basi;

3. se v € @, esiste 0 € W tale che o(a) € A;

4o W ={0q]|acA)=W;
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5. se o fissa una base, allora o = 1d.

Dimostrazione. Si dimostrano inizialmente i primi tre punti per W’. Sia § =
123 co+ @ € si prenda o € W’ tale che (0(v),0) sia massimo. Se o ¢ una
radice semplice, « € A e o,0 € W’ e per la scelta di o si ha

(00).0) 2 (02(2).8) = (9(2),05(6)) = (o1).6 2220 ) =
= (6.6~ @) = (0(1),6) ~ (0(1), )

allora (o(), @) > 0 e non puo essere nullo per la regolarita di +.

Per il secondo punto, si usa la corrispondenza tra basi e camere. Per il terzo,
siano « una radice e vy € P, \ Uﬁe¢+\{a} Pg. Invece di v, si usa ' vicino a +y tale
che (/,a) =e > 0e |(v/,0)] > ¢ per ogni § # a. In T (1) necessariamente «
& indecomponibile, quindi & un elemento di A(v").

Sia ora # € ®; per il terzo punto, esiste ¢ € W’ tale che o(8) € A. Ora,
come gia detto, o,(3) = 0050_1, da cui og = U‘lag(ﬁ)o ew’.

Infine, sia o che fissa una base A; se per assurdo o # Id, per il punto
precedente si puo scrivere o = o1 ---0y con k minimo e 0; = 04, @; € A.
Ora, da o7 - - - o (ax) > 0 si ottiene o7 - - - op—1(ag) < 0 (perché o (ag) = —ag)
e applicando il lemma precedente si puo accorciare il prodotto contraddicendo
Iipotesi che k fosse minimo. O

Definizione 4.1.15. Data ¢ € W, 0 = 010} con 0; = 0q,, a; € A, si
definisce la lunghezza di o, 1(c) come la lunghezza della piu piccola scrittura di
quel tipo.

Si definisce n(0) == [{a € T | o(a) € ™ }|.

Lemma 4.1.16. Si ricava (o) = n(o).

Dimostrazione. Per induzione sul(o): se la lunghezza é nulla é chiaramente vero;
se & maggiore di 0, si scrive 0 = 07 - - - 0; allora o(ay,) < 0, altrimenti si potrebbe
accorciare la scrittura. Di conseguenza n(oo,) = n(o)—1 (perché applicando o,
tutte le radici positive tranne oy, si permutano tra loro, I'unica cosa che cambia
e che o(ap) < 0 mentre oop(ay,) > 0); d’altra parte 1(oo,) = 1(0) — 1, quindi
per induzione si ha la tesi. O

Esercizio 4.1.17. In W esiste un unico elemento wa di lunghezza massima e
soddisfa 1(wa) = |®7|.

Definizione 4.1.18. Un insieme di radici ® & irriducibile se ® = &, L $5 con
P, 1P implica &1 = o 5 = 2.

Definizione 4.1.19. Una base A di ® ¢ irriducibile se A = A1LUAy con A LA,
implica Ay = @ 0 Ay = @.

Osservazione 4.1.20. Si osserva che vi & corrispondenza tra i due concetti di
irriducibilita.

Se ® non ¢ irriducibile, ® = ®; LI &5 con $; L P non vuoti e posto 4A; =
AN®; si ha Aj1Ay e A; # &, dato che se A C &y, ®5 sarebbe ortogonale
rispetto a tutto E, assurdo.

Viceversa, se A = A1 LIAs, si pone ®; I'insieme delle radici con un coniugato
in A; (ciog, la cui W-orbita interseca A;). Si osserva che se v € A; e w € Ag,
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allora (v,w) = 0 e di conseguenza le riflessioni o, e 0, commutano. Ora, sia
0 € &4, cioe § = o(ag) con oy € Pq; si puo supporre che o = oy -+ - 0y, dove
O1y--.,00 € Ag € 0py1,...,0r € Ay, per la commutativita. Allora, se o; € Ay
ea € Py, 0i(a) =a— {a,q;) a; € Dy; invece, se 0; € Ay e a € Dy, 0;(a) = .
Si & ottenuto che 8 € (Aq), cioe @1 C (Ay), e la stessa cosa per P5. Con questo
si mostra che ®; N ®3 = & e che (P1, D) = 0.

Osservazione 4.1.21. La decomposizione in irriducibili di @ & unica.

Lemma 4.1.22. Sia ® irriducibile, allora esiste una unica radice 3 di ® tale
che

1. ht(a) < ht(B) per ogni oo € A diverso da (;
2. (a,B) > 0 per ogni a € A;
8. B=73nen kat con ko >0 per ogni a.

Dimostrazione. Sia 3 = ) A koo una radice di altezza massimale; si osserva
innanzitutto che (8,«) > 0, altrimenti « + 3 sarebbe radice, contraddicendo
I'ipotesi di massimalita; in particolare, ko, > 0, cioe § > 0. Si pongono A; :
={a€A|ky>0}e Ay ={a€A|ky,=0}. Se Ay # &, per ogni a € Ay,
(o, B) < 0, perché il prodotto scalare di due elementi distinti di una base &
non positivo. D’altra parte, (o, ) > 0, quindi deve essere («, 3) = 0 per ogni
a € Ag; ma questo e impossibile perché si avrebbe una partizione di A in due
insiemi ortogonali tra loro. Percio deve essere Ay = @&, cioe k, > 0 per ogni a.

Poiché A genera E, deve esistere a € A tale che («,3) > 0. Si suppone
B" = aena koo massimale: allora (8,8) = > cA (8, @)k, > 0 (perché kj, > 0,
(B,a) > 0 e uno di questi sicuramente ¢ non nullo). Allora § — 3’ € ® U {0},
cioe 8 < opf >p op =70, maperla massimalitd le altezze sono uguali,
percio si deve verificare il terzo caso. O

Lemma 4.1.23. Sia ® irriducibile; si hanno al massimo due norme distinte
per le radici. Tutte le radici con stessa norma sono coniugate tramite W.

Dimostrazione. Preso o € @, si ha che (IWa) = E: se non fosse vero, si avrebbe
una decomposizione non banale (Wa)@®(Wa)™ = E, da cui ® sarebbe riducibile
(definendo @, := ® N (Wa)), assurdo.

Presi «, 8 € ®, a meno di agire con W si pud supporre (o, 3) # 0, dato che
se BLv per ogni v € (Wa) = E, allora 8 = 0. Quindi lall/ s € {1/3,1/2,1,2,3};
supponendo ||a|| > [|5]], la frazione puo essere solo 1, 2, 3. Se ci fossero state
tre norme distinte, con ||«|| massima, allora le altre due avrebbero rapporto 1/2
e 1/3, quindi tra di loro 3/2, ma questo non & ottenibile.

Se flafl = 181l, si pud supporre (a, 8) # 0, (@, 8) = (B,a) = 1 (a meno di
prendere 'opposto di «). Quindi 64,0304 (0) = 0q0s(f—) = oo (—F—a+5) =
oo(—a) = a. O

Definizione 4.1.24. Data una base A = {a1,...,ax}, la matrice di Cartan

associata a A & M = ((oi, ), <; j<p-

Proposizione 4.1.25. La matrice di Cartan determina ® a meno di
isomorfismi.
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(a) A1 X A1. (b) AQ. (C) BQ. (d) GQ.

Figura 2: Grafi di Coxeter per sistemi di radici in dimensione 2.

Definizione 4.1.26. 1l grafo di Cozeter di (®,A) ha come vertici gli elementi
di A e per ogni i # j, (o, ;) € un lato di molteplicita (a;, a;) (¢, as).

Definizione 4.1.27. 1l diagramma di Dynkin & un grafo di Coxeter con i lati
orientati dalle radici di lunghezza piu piccola.

Esempio 4.1.28. Le matrici di Cartan e i grafi di Coxeter (in figura 2) per i
sistemi di radici in dimensione 2:

1. Ay x Ay ha M = (39) e grafo di Coxeter formato da due punti sconnessi;

2. Ay ha M = (31 _21) e grafo di Coxeter formato da due punti uniti da un
lato;

3. By ha M = (2% %) e grafo di Coxeter formato da due punti uniti da un
lato doppio;

4. Gy ha M = (2 3*) e grafo di Coxeter formato da due punti uniti da un
lato triplo.

Osservazione 4.1.29. Se @ ¢ riducibile, allora il grafo di Coxeter € sconnesso.

Proposizione 4.1.30. Se ® ¢ irriducibile, il suo diagramma di Dynkin é uno tra
{A,|n>1}, {By|n>2},{Ch|n>3}, {Dy|n>4} o tra i grafi speciali
Es, Er, Eg, Fy, Go, rappresentati in figura 3.

Dimostrazione. Si classificano innanzitutto i grafi irriducibili di Coxeter, per cui
non ¢ importante la norma delle radici; si dice che un sistema
di radici {¢;} ¢ ammissibile se & una base di E con |&| = 1, (g4,¢5) <0,
2 . . «e1. N . .
4(ei,¢5)” € {0,1,2,3} per ¢ # j; un grafo ammissibile & un grafo di un sistema
di radici ammissibile. Si osservano le seguenti.

1. Se un grafo ¢ ammissibile lo ¢ anche un suo sottografo.

2. Il numero di coppie di vertici connessi da almeno un lato € minore di
n: se € =y ¢&;, dato che le radici sono indipendenti si ha 0 < (g,&) =
n+23%,_:(g:,€;); inoltre se (g4,¢5) ¢ {0,1} (cioe se i vertici &; e &5 sono
distinti e connessi da un lato), si ha 4(5i75j)2 € {1,2,3} e da questo
2(e;,e5) < —1; per la disuguaglianza, il numero di tali coppie, che sono
quelle collegate da un arco, deve essere minore di n.

3. Non ci sono cicli, poiché originerebbero un sottografo di k vertici e k lati,
assurdo per le precedenti osservazioni.

4. Da un vertice non possono uscire piu di tre lati: sia € un vertice e 1, ..., nx
i vertici a lui connessi, allora (g,7;) < 0 e il fatto che non ci siano cicli
da (n;,m;) = 0. Per I'indipendenza, esiste 19 € (€,m1,...,n,) ortogonale
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o— o — — —0o—o — o — — —0—>0
1 2 n—1 n 1 2 n—1 n
n—1
°
oo — — —0—e — o — — —o
1 2 n—1 n 1 2 n-2" e
(c) Ch. n
(d) Dn
2
°
o—>e o—eo—>0—0 0707‘7070
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Figura 3: I possibili sistemi di radici.

a tutti gli ; e di norma unitaria, da cui (rg,e) # 0; di conseguenza & =
k
Zi:O(Ea nz)nz €

k

k
1= (5’5> = Z (57772’)2 = (57770)2 + Z (57771‘)2’

=0 i=1

ma (g,19) # 0, quindi Zle A(e,m;)? < 4 e 4(g,m;)” ¢ il numero di archi
che collegano € con 7);.

. Come conseguenza immediata, 'unico grafo con un lato triplo ¢ Gs.

. Se si suppone che nel grafo ammissibile sia contenuto un sottografo lineare
di vertici e1,...,ex, “contraendo” questi vertici a € == Y &;, si ottiene
ancora un grafo ammissibile. Infatti

k—1

(e,6) = 22(51,5i+1) =k—(k—-1)=1

i=1

e se 1) ¢ un altro vertice, (¢,1) = 0 se (¢;,17) = 0 per ogni 4, altrimenti vale
R aa X

(ej,7m) se ; & I'unico per cui il prodotto scalare & non nullo (non possono

essercene di pilt per la condizione sui cicli).

. Non si possono avere configurazioni lineari che presentano a entrambi gli
estremi lati doppi o biforcazioni, altrimenti si potrebbero contrarre gli
archi interni e ottenere un nodo con 4 archi uscenti.

. In un grafo c’¢ al pitt uno tra archi doppi e biforcazioni, altrimenti un
sottografo sarebbe del tipo impedito dal punto precedente; di conseguenza
gli ultimi casi da eliminare sono quelli di figura 4.
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°
/0/771
/O/ N2
0o —o—0o—0o 0o 0o o —o \qu 1
€1 €2 Ep-1 Ep Mg Mg-1 M2 M €1 €2 €p-1
. ~,
(a) Primo caso. CT 1 '2\.
(6]

(b) Secondo caso.

Figura 4: Ultimi casi da eliminare.

9. Nel primo caso, siano € := Y ig; e n == > in;, allora

p—1

p
1
(€,¢) Z i(t+1) = #
i=1 1

7

e cosi (n,m) = 9/2(q + 1). D’altra parte (,7)° = 1/2p%¢* e deve verificarsi
(e,m)% < (£,€)(n,n) (il segno stretto viene dal fatto che £ e 7 sono indi-
pendenti), cioe (p—1)(¢—1) < 2, quindi gli unici casi possibili sono By, 1,
per {p,q} = {1,n} e F3 per {p,q} = {2}.

10. Per il secondo caso, siano 91, ¥, U3 gli angoli tra 9 e ep—1, Ng—1 € (r—1,
allora > cos(¢;) < 1 come mostrato nel punto 4, da cui /p+1/¢+1/r > 1:
gli unici casi possibili sono (p, q,7) = (2,2,n), che corrisponde a D, 11 e
(2,3,3), (2,3,4) e (2,3,5) che corrispondono a Eg, E7, Es. O

Teorema 4.1.31. Per ciascun diagramma di Dynkin tra quelli elencati esiste
un sistema di radici corrispondente.

Dimostrazione. Si mostrera solo per i diagrammi delle famiglie infinite.

1. Per A,, sia E == R""! (g;) la base standard e ® = {e; —¢; |i # j},
W = S,,41; algebra di Lie corrispondente ¢ sl(n + 1, C).

2. Per B, si prende E :=R", ® := {+¢;,+¢; £ ¢;}, W & formato dalle per-
mutazioni e dai cambi di segno su n coordinate; ’algebra di Lie associata
es0(2n+1,C).

3. Per C,, si prende E = R", ® = {+2¢;,+¢; £ ¢;}, W & sempre formato
dalle permutazioni e dai cambi di segno su n coordinate; ’algebra di Lie
¢ sp(2n, C).

4. Per D,,, si ha £ :=R", & :={£¢, £ ¢;}, W & formato dalle permutazioni
e dai cambi di segno pari su n coordinate e ’algebra di Lie associata &
s0(2n, C). O

4.2 Gruppi topologici

Sia G un gruppo topologico, G un rivestimento, cio¢ p: G — G con p~!(x)
discreto e tale che p & localmente banale (per ogni € G esiste un intorno U
tale che p~1(U) =~ p~!(x) x U). Ci si chiede se si pud considerare una struttura
di gruppo sul rivestimento.
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Teorema 4.2.1. Sia w: G* — G un rivestimento con G* uno spazio topologico
e G un gruppo topologico, entrambi connessi per archi e localmente connessi per
archi. Allora esiste una struttura di gruppo su G* che rende w un morfismo di
gruppi topologici.

Dimostrazione. Sia e € G lidentita. Si sceglie I'identitd e* € w™t(e) C G* e
poi si definisce il prodotto a*b*. Si considerano f*,¢g*: I — G* cammini con
partenza in e* e arrivo rispettivamente in a* e b*. Si possono prendere f = w f*
eg=wg*eh=fg: I —G:t f(t)g(t), cammino con partenza in e e arrivo
in ab. Si puo allora sollevare il cammino A a un cammino A* in G* che parte da
e*. Allora si definisce a*b* come h*(1).

Bisogna dimostrare che questo valore non dipende dalle scelte fatte: se si
considerano f e g¥ si arrivera a un cammino h%; allora hy' o h € m1(G,e). Si
deve dimostrare che hy ' oh € w,mi(G*,€); h pud essere visto come la diagonale
di un quadrato che ha come lati f, g, ag e bf, cioé¢ h = ag o f (composizione
di cammini); allora h' o h = fi' o (ag1) ' oago f = filoa(gitog)o f ~
fitofogrtog (considerando il quadrato di lati f, g7 ' og, a(g; *og), f). Ora,
frtof=uwdl *~1o f*) e lo stesso per g.

Bisogna ancora dimostrare l'esistenza dell’inversa (si procede allo stesso
modo) e che w & un morfismo di gruppi. O

Osservazione 4.2.2. La mappa w & aperta e ker(w) & un sottogruppo normale e
discreto di G*.

Definizione 4.2.3. Dati due gruppi topologici G1 e Go, f: Uy — Uy con U;
intorno di e; in Gy, allora f & un morfismo locale di gruppi topologici se:

1. f(e1) = ez;
2. f & continua;
3. per ogni a,b € U; tali che ab € Uy, f(a)f(b) = f(ab).

Si vogliono determinare delle condizioni su un morfismo locale per poter-
lo estendere a un morfismo globale. Si puo pero considerare il rivestimento
universale G; di G, da cui si potra creare la mappa che estende il morfismo
locale.

Teorema 4.2.4. Siano G, G' gruppi topologici connessi per archi, G localmente
connesso per archi e semplicemente connesso. Sia f: U — U’ un morfismo
locale. Allora esiste una unica mappa @: G — G', morfismo di gruppi topologici
che estende f inoltre:

1. f ¢ suriettiva (nel senso che f(U) contiene un intorno dell’identitd) se e
solo se p é suriettiva;

2. f é aperta se e solo se p lo ¢&;

3. se G' ¢ localmente connesso per archi e semplicemente connesso e se [ ¢
un isomorfismo locale, allora ¢ € un isomorfismo di gruppi.

Dimostrazione. Se ¢ esiste e f ¢ suriettiva, allora ¢(G) 2 f(U) D U’, cioe
Iimmagine di ¢ contiene un intorno dell’identita di G’; ma G’ & connesso per
archi, quindi e generato da un suo intorno dell’identita. Il viceversa ¢ banale.
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Se f & aperta, ¢ ¢ aperta: dato Q0 C G aperto, allora 2 & unione di traslati
di intorni dell’identita, la cui immagine e aperta per l'ipotesi su f. Il viceversa
& ancora banale.

Se ¢ esiste & unica: se anche ¢’ estende f, sia W := {¢ = ¢’} D U; ma allora
v =¢' su (U) = G, per la connessione di G.

Se f & un isomorfismo locale e G’ ¢ semplicemente connesso, allora ¢ &
un isomorfismo locale, quindi un rivestimento. Ma anche G & semplicemente
connesso, quindi ¢ €& un isomorfismo.

Si dimostra ora l'esistenza. Sia g: I — G un cammino con g(0) = e, a
cui si vuole associare un cammino ¢': I — G’, in modo che ¢'(0) = ¢’ e se
ti,ta € I, con g(t1) 'g(ta) € U, allora f(g(t1) 'g(t2)) = ¢'(t1)"'g(t2). Si
definisce ¢'(t') = ¢'(t)f(g(t) 'g(t')) con t sufficientemente piccolo. Sia [0, 7]
I'intervallo su cui si riesce a definire ¢’; allora esiste € > 0 tale che per ogni t1,
ty con [t —to| < &, vale g(t1) "g(ts) € UNUL. Infatti, questo £ non & altro
che il numero di Lebesgue dell’intervallo unitario col ricoprimento dato dalle
controimmagini di U tramite le mappe t — g(f)flg(t). Allora esiste un unico
modo per estendere ¢': se t — T < &, si pone ¢'(t) := ¢'(7) f(g(7)g(t)). Ma & non
dipende da 7, quindi si puo estendere g’ su tutto I'intervallo unitario.

Si potrebbe definire ¢(g(1)) := ¢’(1), ma si deve verificare che ¢ una buona
definizione. Siano g; e g2 due cammini uguali ovunque tranne che in una parte
contenuta in un traslato di U: ciot gy = go fuori da [t,t +¢] e g;(t) 'g;(t) € U
per t’ € [t,t+ €]. Ma allora g} (1) = g5(1). Se invece g1 e g2 sono qualsiasi, si ha
comunque un’omotopia a estremi fissi tra g; e g2 (G € semplicemente connesso).
Si ricopre il quadrato dell’omotopia con una griglia di quadrati con lato minore
di &, il numero di Lebesgue visto prima. Allora si puo procedere deformando i
cammini un quadrato alla volta e si ottiene ancora ¢{(1) = ¢5(1). Quindi ¢ &
ben definita e rimane da verificare solo che ¢ & un morfismo di gruppi. O

Allora dato un morfismo locale f: G — G’, questo non si puo estendere sem-
pre a un morfismo globale, ma si estende la mappa fow, dove w & il rivestimento
universale di G. Da quanto visto segue facilmente la seguente.

Proposizione 4.2.5. Se G e Gz sono gruppi topologici localmente isomorfi
allora sono rivestiti da uno stesso gruppo G semplicemente connesso.

Si ha che ker(w) & un sottogruppo discreto e normale di G.

Proposizione 4.2.6. Sia N < G un sottogruppo discreto e normale di un
gruppo topologico G connesso, allora N C Z(G).

Dimostrazione. Siano a € N e V un intorno di a tale che VNN = {a}. Sia U
un intorno di e in G tale che U~ 'all C V; allora, per ogni v € U, u"tau € V,
ma appartiene anche a N perché N ¢ normale: U ~taU = {a}, cio¢ a commuta
con gli elementi di U, che per la connessione sono generatori di G, quindi a
commuta con tutto G. O

Da quanto detto finora, si ottiene il seguente risultato.

Proposizione 4.2.7. Se G' ¢ un gruppo topologico, tutti i gruppi che sono
localmente isomorfi a lui sono gruppi del tipo G/N dove G ¢é il rivestimento
universale e N & un sottogruppo discreto di Z(G).
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Definizione 4.2.8. Un gruppo topologico G si dice ammissibile se & connesso
per archi, localmente connesso per archi, localmente semplicemente connesso e
a base numerabile.

Teorema 4.2.9. Siano Gy, Go gruppi topologici ammissibili, m: G; — G2 un
morfismo continuo, suriettivo e con nucleo discreto, allora se Gy (0 Gs) é un
gruppo di Lie, esiste un’unica struttura di gruppo di Lie su G (0 G1) che rende
m un morfismo di gruppi di Lie.

Dimostrazione. L’unicita e gia stata dimostrata in altra sede. Si vuole mostrare
esistenza. La mappa 7 & un rivestimento (perché ha nucleo discreto). Per dare
la struttura differenziale all’altro gruppo si puo semplicemente sfruttare il fatto
che 7 € localmente un fibrato triviale. Piu rigorosamente, si porta la struttura
differenziale su un intorno dell’identita con la mappa 7, e poi si porta in tutto
il gruppo grazie alla struttura di gruppo. O

Proposizione 4.2.10. Due gruppi di Lie G1 e G5 sono localmente isomorfi se
e solo se le loro algebre di Lie sono isomorfe.

Dimostrazione. = Se G1 e G5 sono localmente isomorfi allora sono rivestiti
dallo stesso G semplicemente connesso. Siano V5 G — G; le proiezioni,
allora ¢} ¢ un morfismo di algebre di Lie, ma ¢ anche un isomorfismo
perché ¢ ¢ localmente un isomorfismo. O

Teorema 4.2.11. Se G1 e Gy sono gruppi di Lie, A\: g3 — g2 & un morfismo
di algebre di Lie, allora esiste al pit una mappa 7w: G1 — Gs il cui differenziale
e X. In particolare, se G1 ¢é semplicemente connesso, 7 esiste.

Dimostrazione. Sia G == G X G, allora g = g1 X go e si definisce h =Ty =
{(z,\(x)) | z € g1 }. Si vorrebbe associare un gruppo H < G con algebra di Lie
b ed effettivamente questo H esiste per la formula di Baker-Campbell-Hausdorff:
exp(h) exp(h) C exp(h), cioe exp(h) & un sottogruppo ed e facile osservare che
la sua algebra & proprio h. Se esiste 7, si considera 'applicazione o: G; — G
data da o(g1) == (g1,7(g1)); allora ¢’ = (Id,n") = (Id, \): questa mappa da un
isomorfismo tra g; e h. Ora, G; ¢ generato da exp(g;) e H da exp(h), quindi
H = (0(G1)), dato che H = (exp(c’(g1))) = (o exp(g1)) = (¢(G1)). La mappa
7 determina in modo unico o, che a sua volta determina in modo unico H e b;
ancora, a h corrisponde univocamente A. Di conseguenza, se esiste, 7 € unica,
perché univocamente determinata da A.

Si suppone ora che G; sia semplicemente connesso, allora G si puo proiettare
su G1 con la proiezione v sulla prima coordinata. Questa da una proiezione
~' da g a g1, percio restringendo si ha 'yl’h: h — gi1. Ma 'yl’h ¢ l'identita sulla
prima coordinata, quindi )z € un rivestimento di G (perché il differenziale &
invertibile). Ma G & semplicemente connesso, percio anche H lo & ed & isomorfo
a (1. Considerando la proiezione su Go, si puo costruire Gy — H — G», dove la
prima mappa ¢ l'inversa di 7|; allora la composizione G — G2 ha differenziale
A O

Si vogliono classificare i gruppi di Lie con diagrammi di Dynkin del tipo A,
B'ru C’n; Dn
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Definizione 4.2.12. La mappa p: E — B ha fibra F se p~!(b) ~ F per ogni
b € B; p & un fibrato localmente banale se per ogni b esiste un intorno U tale
che p~1(U)~ U x F.

Se F % E 2. B un fibrato di fibra F , a livello di gruppi di omotopia (fissando
dei punti base) si possono considerare le mappe m, (F) = 7, (E) 2% 7, (B); in
realta questa € una successione esatta di gruppi che puo essere completata a una
successione esatta lunga di gruppi (fino a 71(B)) o di insiemi (fino a mo(B)).

Esempio 4.2.13. Si considera
SO(2,C) = { A€ #(C) | AAMA = M,det(A) =1},

dove M ¢ la matrice di un prodotto scalare, ad esempio M = (9}). Se A =
(’é g), le condizioni danno che b=c=0e d = a~*!, da cui di ricava SO(2,C) =
C*, quindi ha gruppo fondamentale Z.

Esempio 4.2.14. Per SO(3,C) si pud prendere I'applicazione ¢: C* — gl(2,C)
che associa a (z1,22,23) € C* = SL(2,C) la somma 21 (?§) + 22 (% §) +
T3 (6 fi). L’immagine ¢ costituita da matrici di traccia nulla, quindi da ele-
menti di s{(2,C). Ora si prende p: SL(2,C) — GL(3,C), dove p(A) = (v —
o (A tp(v)A)). Si dimostra facilmente che I'immagine di p & contenuta in
0(3,C). Ma SL(2, C) si pud proiettare su C?\ {0} mandando A in Ae; (si pren-
de il primo vettore della base), e la fibra di questa proiezione ¢ C (poiché p &
anche un’azione di gruppi transitiva, le fibre sopra ogni punto sono omeomorfe
e p & un fibrato). Questo permette di dire che SL(2,C) ha lo stesso gruppo di
omotopia di C?\ {0}, per considerazioni sulla successione esatta lunga

.= {e} =m(C) = m(SL(2,C)) — m (C*\ {0}) = m (S°) = {e}.

Ma O(3, C) & composto da due componenti, di determinanti +1, mentre SL(2, C)
¢ connesso; quindi 'immagine di p & contenuta in SO(3, C).

Ora, SL(2, C) ha dimensione 3, cosi come SO(3, C): per questioni di dimensio-
ne si deduce che p & un rivestimento, con due fogli (perché ker(p) = {£1d}, sono
le matrici che commutano con tutti i ¢(v)): in conclusione, m1(SO(3,C)) = Z,.

Esempio 4.2.15. Si considera il caso generale, SO(n,C). Si pud proiettare in
H :={v| (v,v) =1} con la mappa A — Ae;. La fibra di questa mappa & data
dalle matrici con la prima colonna fissata (ad esempio e; per la fibra sopra ey),
quindi anche la prima riga deve essere ej; quello che rimane da fissare € una
matrice A € SO(n — 1,C). Si ricava la fibrazione

SO(n —1,C) — SO(n,C) — H.

Per capire 'omotopia di SO(n, C) si deve studiare H: & fatto dai vettori comples-
si & 4y tali che (x,2) — (y,y) =1 e (z,y) = 0. A sua volta, H pud essere man-
dato su T S"~1, associando a (z,y) il vettore (#/||=||,y), dato che #/ || € S"~1
e y e ortogonale a x. In realta questa & una corrispondenza biunivoca, quindi
H ~TS" 1 ~ 871 Procedendo come per n = 3, si ha che 71(SO(n,C)) = Zs
per n > 3.

Esempio 4.2.16. Si studia ora SL(n,C), proiettandolo su C™ \ {0}: questa ¢
un’azione di gruppo transitiva che da una fibrazione, di fibra data dalle matrici
che hanno come prima colonna (ad esempio) ey, sulla prima riga hanno qualsiasi
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g G m1(G) Z(G)

A, | slin+1,C) SL(n+1,C) {e} ZLins1
Spin2n+1,0)  {} {1}
Cp sp(2n,C) Sp(2n,C) {e} Zs
Dn 50(27L, (C) SO(Qn, (C) ZQ ZQ
Spin(4m, C) {e}  Zy xZs
Spin(4m + 2,C) {e} m

Tabella 1: Gruppi di Lie con algebre con certi diagrammi di Dynkin.

entrata e il resto & A € SL(n—1,C), quindi la fibra & SL(n—1,C) x C" ! che ha
la stessa omotopia di SL(n — 1,C). D’altra parte, C" \ {0} si contrae su $?"~1,
che & semplicemente connesso per n > 1, quindi 71 (SL(n,C)) = {1} per ogni
n > 1; per n =1, SL(n,C) ~ C*, da cui m;(SL(1,C)) = Z.

Esempio 4.2.17. Per Sp(2n,C) = {A € #>,(C) | AAMA=M} con M =
(_(}n Ié‘), si considera l’azione di Sp(2n,C) sull’insieme dei piani simplettici
H={(v,w) |v!Mw =1} datada A (Ae1, Af1), dove (e1,...,en, f1,---s [n)
¢ una base di C?". Ancora, questa & un’azione transitiva, quindi si ha un
fibrato, di fibra costituita da quattro blocchi matriciali A, B, C, D con
(A5B) € Sp(2(n — 1),C). Rimane da capire chi & H: pud essere mandato in
C"\ {0} ~ §?"~1 tramite la proiezione sulla prima coordinata; la fibra di que-
sta azione & C"~ !, retrattile. Quindi 71(Sp(2n,C)) = m1(Sp(2(n — 1),C)) e
rimane da verificare chi ¢ 71 (Sp(2,C)): la condizione di essere simplettica, in
dimensione 2 & equivalente a det(A4) = 1: Sp(2,C) = SL(2,C), semplicemente
connesso.

Dagli esempi visti, si deduce la tabella 1, che riassume i gruppi che hanno
come algebre A,,, B,,, C,,, D,, eiloro rivestimenti universali. Il gruppo Spin(n, C)
& un rivestimento doppio di SO(n, C).

4.3 Algebre di Clifford

Sia V' uno spazio vettoriale su K, ¢ una forma quadratica qualsiasi su V; si
definisce 7 (V) == D,5o V" sia F,(V) = (v @ v + q(v)1).

Definizione 4.3.1. L’algebra di Clifford di V rispetto a ¢ ¢ Cl(V,q) =
TV 2y(V).

Si osserva che v ® w + w @ v + 2q(v,w) € F(V). Si considera T, =
D._, V¥ C 7 (V). Siar la proiezione di .7 (V) su CL(V, g), allora si definiscono
Fr=n(Ty) e 9" = Fr/7,_,. Allora Cl(V,q) = P, 9"-

Se ¢ = 0, si ha chiaramente Cl(V,q) = AV, l'algebra esterna di V. Su di
questa si pone la filtrazione data dai A,.V, contenenti gli elementi di AV fino al
grado r.

Proposizione 4.3.2. Si ha un isomorfismo canonico di spazi vettoriali filtrati
CUV, q) =2 AV mediante le filtrazioni %, su Cl(V,q) e A,V su AV.

Dimostrazione. Si costruira una mappa da AV a @,.,%"; perché rispetti la
filtrazione si devono costruire delle mappe A"V — ¢7. Innanzitutto si definisce
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la mappa 7: V& — 4", con

1
T ® - Qu,) = ] Z sgn(o)vg, -+ Vg,
‘oex

(se il campo non ha caratteristica 0, non si divide per il fattoriale). Questa mappa
passa all’algebra esterna, cioé si annulla sugli elementi del tipo Y a; ®v; @ v; ®b;,
dove a; e b; sono prodotti tensoriali qualsiasi. Infatti, dentro .%,, v; ® v; € una
costante, percio a; @ v; @ v; @ b; € F,._o, ma F,._o ¢ nullo in ¥".

A questo punto, si ha una mappa 7: A"V — 47, E una mappa suriettiva
perché in C1(V, q) si possono riordinare i termini, ma anche iniettiva: se ¢ — 0, si
deve dimostrare che ¢ € (V ® V); ma ¢ per andare in 0 deve essere fatto da una
somma di elementi del tipo a; ® (v; ® v; + q(v;)) ® b; con dega; +degb; = r — 2,
pilt una somma di elementi di grado minore di r; perd ¢ € V", la parte con
q(v;) deve compensare la parte di grado piu basso, cioe ¢ & somme di elementi
deltipoai®vi®vi®bie<V®V>. O

Da questo isomorfismo si ha che se dim V' = n, allora dim Cl(V, ¢) = 2™. Se
(e1,...,en,) ¢ una base di V, i prodotti del tipo e;, - - e; con iy < -+ < i, SOno
una base dell’algebra di Clifford. In particolare, V' — CI(V, q) & un’applicazione
iniettiva, il che ci permette di enunciare la seguente.

Proposizione 4.3.3. Siano A un’algebra su un campo K, f: V — A lineare
tale che f(v)f(v) = —q(v)1; allora esiste una unica f: CI(V,q) — A che solleva
f- Inoltre, Ualgebra di Clifford é l’unica algebra con questa proprieta.

Dimostrazione. La mappa f si solleva a f: (V) — A in modo unico per la
proprieta universale dell’algebra tensoriale; per 'ipotesi, f € nulla su Z,(V),
quindi passa al quoziente a f: ClV,q) — A.

Si suppone ora di avere un’algebra C' con questa proprieta; allora deve essere
V < (C, quindi si ha una mappa Cl(V,q) — C, ma V — CI(V, q), quindi si ha
anche una mappa C' — Cl(V, g). Componendo, si ha una unica mappa che, per
quanto dimostrato, deve essere 'identita. O

Osservazione 4.3.4. Sia f: (V,q) — (V',¢’) che rispetta la forma quadratica;
allora f induce f: CI(V,q) — CI(V’,¢'). Se si ha anche g: (V',¢") — (V",q"),

allora go f = go f. In particolare si ha una mappa O(V, q) — End(Cl(V,q)) e
si dimostrera che I'immagine in realta va in Aut(Cl(V, q)).

La mappa a: V — V:v — —u, si solleva a a: Cl(V,q) — CIl(V,q) con
a? = 1d. Allora si puo scrivere CI(V, q) = C1°(V, ¢) @ C1*(V, q), dove il primo &
l'autospazio relativo all’autovalore 1 e il secondo ¢ quello relativo a —1. Consi-
derando gli indici modulo 2, si ha che C1'(V, q) C¥ (V, ¢) € CI'*7(V, ¢): si ha una
Zs-graduazione di Cl(V,q). Il grado di = corrisponde alla parita del numero di
elementi che si devono moltiplicare per ottenere x.

Definizione 4.3.5. Siano A e B due algebre Zs-graduate. Si definisce il pro-
dotto tensoriale twistato di A e B come A®B dato, come spazio vettoriale, da

(A®B)0 =A"®@B°@ A'®@B' e (A@B)1 = A" ® B' @ A' ® BY la struttura
di algebra ¢ data da (¢ ® b)(c® d) == (—1)"5" 48 4 @ bd.
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Proposizione 4.3.6. Sia Cl(V,q) un’algebra di Clifford e sia (V,q)
V1,q1) @ (Va,q2) una decomposizione ortogonale di (V,q), allora Cl(V,q) =

Dimostrazione. Se v € V, v = v1 + vg e si puo mandare in v1 ® 1 + 1 ® v
Cl(V1,q1)® Cl(Va, g2). Sia f questa mappa; si deve verificare che f(v)f(v)
—q(v), ma

m

fO)f)= (1 @1+10u) (1 @1+10v) =01 +1Qv] =
= —q1(v1) — q2(v2) = —q(v).
La suriettivita ¢ data dal fatto che i vettori del tipo v1 ® 1 generano C1(Vy, ¢1)

e quelli del tipo 1 ® vy generano Cl(Va, ¢2). L’iniettivita si ottiene confrontando
le dimensioni. O

Definizione 4.3.7. L’applicazione trasposta di Cl(V,q) ¢ .': Cl(V,q) —
ClV,q): vy vy = vy -+ - 01

Definizione 4.3.8. Si definisce CI*(V,q) C CI(V,q), l'insieme degli elementi
invertibili di C1(V, q).

Si dimostra che se K € {R,C}, CI*(V, q) & un gruppo di Lie e la sua algebra
di Lie & c[*(V, q) :== CI(V, q), con il prodotto bracket dato da [z,y] = zy — yx.

Definizione 4.3.9. Si definisce Uapplicazione aggiunta come Ad: CI*(V,q) —
Aut(CL(V, q)), ponendo Ad,(y) == pyp .

Si definisce ad: ¢[*(V,q) — Der(Cl(V,q)) come ad,(y) = [z,y]; ad & il
differenziale dell’applicazione aggiunta.

D’ora in poi si supporra che la caratteristica del campo sia diversa da 2.

Proposizione 4.3.10. Sia v € V, g(v) # 0. Allora Ad,(V) = V. Inoltre,
— Adv(w) =w — q(w’v)/q(v,v)’l}.

Dimostrazione. Innanzitutto si deve dimostrare che v € C1*(V, ¢), ma questo &

ovvio dato che si puo scrivere v=! = —v/q4(v). Ora, si ha

—q(v)
= —vvw — 2¢(v, w)v = q(v)w — 2¢(v, w)v.

—q(v) Ad,(w) = —q(v)vwv ™ = —q(v)vw = vwv =

Se si divide per ¢(v), si ottiene il risultato. O

Definizione 4.3.11. Si definisce P(V,q) :== (v | ¢(v) #0) C CI*(V, q).

Osservazione 4.3.12. 1l sottogruppo P(V,¢q) si mappa tramite 'aggiunta Ad in
O(V, q), dato che per la proposizione 4.3.10 se g(v) # 0, Ad, conserva la forma
quadratica.

Definizione 4.3.13. Dentro P(V,q), si definiscono

Pin(V,q) = (v eV [q(v) =+1),
Spin(V, q) == Pin(V, q¢) N C1°(V, q).
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4. Complementi

Gia si sa che Pin(V,q) viene mappato nel gruppo ortogonale. Si vuole
dimostrare che Spin(V, ¢) riveste il gruppo speciale ortogonale.

Definizione 4.3.14. Si definisce ’aggiunta twistata come la mappa

Ad: CI*(V,q) — GL(CI(V,q))
o = (P alp)we™).

Questa definizione € motivata dal fatto che, al contrario che per ’aggiunta,
I'aggiunta twistata di un vettore v rispetto a w & proprio la riflessione.

Definizione 4.3.15. Si definisce P(V, q) = {gp € C1*(V,q) | A~d@(V) =V }

Sicuramente, P(V,q) C P(V,q). D’ora in poi si richiede che V sia di
dimensione finita e ¢ sia non degenere.

Proposizione 4.3.16. Il nucleo di Ad: P(V,q) — GL(V) ¢ K*.

Dimostrazione. Sia vy, ...,v, una base ortogonale di V. In particolare, v;v; =
—v;v; per ogni @ # j. Se ¢ = o + @1 appartiene al nucleo, allora A~d¢ (v) =wv
per ogni v, cioe a(p)ve~! = v e a(p)v = vp. Considerando lo spezzamento di
©p, si ottiene w,v = VYo € Y1V = —VP].

Ora, si puo scrivere g = ag + v1a1, dove ag e a; sono polinomi senza v1,
poiché vv = —q(v). Allora agv + via;v = vag + vviay, che per v = vy, da
agvy + via1vy = wvia; + vivia; e usando le regole di scambio e il fatto che
v} = —q(v1) # 0, si ottiene che a; = —a; = 0, cioé @y = ag. Per induzione, si
puo dimostrare che g non contiene nessuno dei vettori, percio deve essere un
elemento del campo.

Per ¢, si fa lo stesso ragionamento: si scrive 1 = a1 + viag; applicando le
stesse relazioni, si trova ag = 0, cioe ¢ € K. Ma ¢ era di grado dispari, il che
¢ assurdo a meno che ¢, non sia nullo. Allora ¢ = ¢g + 1 = g € K*. O

Definizione 4.3.17. Sia ¢ € Cl(V, q); si definisce la norma di ¢ come N(p) =
paleh).
Ovviamente, se v € V, N(v) = ¢(v).

Proposizione 4.3.18. Si ha N: 15(V7 q) — K*; inoltre questa applicazione ¢
un morfismo.

Dimostrazione. Se p € P(V,q), allora a(p)vp~! € V; essendo un vettore,

IO

t

a(p)ve™" = (ap)vp™) va(p').

Moltiplicando per ¢! e a(p!) ", si ha

v=gla(petalp) " = alalp)p)r(a(e)p) " = Adape(),

cioe a(p')p € ker(Ad) = K*; ma a(¢')p ¢ anche uguale 2 aN(g'). Ora, a
manda P(V,q) in se stesso, da cui N(¢?) € K*. Ma anche ,* manda P(V,q) in
se stesso, quindi N(p) € K™*.
E anche morfismo:
N(p) = pva(¥'e’) = pva(d)a(e’) = eN(¥)al(e') =
= N(@)pa(p’) = N(¥) N(p),
da N(v) € K*. O
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4. Complementi

Proposizione 4.3.19. L’aggiunta twistata é un morfismo da ]5(V, q) in O(V, q).

Dimostrazione. Si ha N(ap) = a(p)e’ = alpa(¢’)) = a(N(p)) = N(p).
Si vuole dimostrare che ¢(Ad,(v)) = g¢(v). Se si prende lo spazio V* dei
v per cui g(v) # 0, basta mostrare la proprietd per questo spazio. Infatti,
N(Ady(v)) = N(a(p)vp™) = N(a(¢))N@wN(@) " = N(v) = g(v). Daltra
parte, N(Ad,(v)) = ¢(Ad,(v)) perché Ad,(v) € V. O

Si era visto che Ad associava a v € P(V,q) € P(V,q) la riflessione p, €
O(V,q). Ma questo implica la surettivita, poiché le trasformazioni ortogonali
sono generate dalle riflessioni (teorema di Cartan-Dieudonné).

Corollario 4.3.20. L’applicazione Ad: P(V,q) — O(V,q) é suriettiva.

Definizione 4.3.21. Un campo K & detto campo spin se per ogni elemento
A\ € K, almeno una tra A = t2> e A\ = —t2 ha soluzione.

Poiché quando si fa la riflessione rispetto a un vettore v non importa la sua
norma, si possono rinormalizzare tutti i vettori di un prodotto in modo da avere
q(v) = %1; questo perd richiede di saper risolvere equazioni del tipo t? = =+a,
dato che g(Av) = A\?v.

Teorema 4.3.22. Se K ¢ un campo spin e V & uno spazio vettoriale su K,
allora si hanno le successioni esatte

0— F —Pin(V,q) - O(V,q) = 0
0 — F — Spin(V, q) — SO(V,q) — 0,

con F={x1} =75 se /-1 ¢ K; F ={&1,+i} =724 se/—1€ K.

95






Riferimenti bibliografici

Riferimenti bibliografici

[Ada83] Adams, John F.: Lectures on Lie groups. University of Chicago Press,
1983.

[Hum94] Humphreys, James E.: Introduction to Lie algebras and representation
theory. Graduate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, 1994.

[LM90] Lawson, Herbert B. e Marie Louise Michelsohn: Spin geometry.
Princeton University Press, 1990.

[Pro06] Procesi, Claudio: Lie groups: an approach through invariants and
representations. Springer-Verlag, 2006.

[Var84] Varadarajan, Veeravalli S.: Lie groups, Lie algebras, and their re-
presentations.  Graduate Texts in Mathematics. Springer-Verlag,
1984.

o7



	Gruppi di Lie
	Introduzione
	Sottogruppi di Lie
	Teoria delle rappresentazioni dei gruppi topologici
	Tori

	Algebre di Lie
	Introduzione
	Algebre di Lie semisemplici
	Teoria delle rappresentazioni delle algebre di Lie
	Algebre risolubili, radicale e teorema di Lie
	Il sistema di radici
	Teorema di Poincaré-Birkhoff-Witt
	Teoria delle rappresentazioni delle algebre di Lie semisemplici complesse

	Risultati ulteriori
	Decomposizione di Levi
	Teorema di Ado

	Complementi
	Sistemi di radici
	Gruppi topologici
	Algebre di Clifford


