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INTRODUZIONE

STORIA DELLE SUPERFICI DI GODEAUX

Una superficie di Godeaux € una superficie algebrica liscia, proiettiva e
minimale, con genere geometrico pg e irregolarita q nulli, e autointer-
sezione del divisore canonico K? uguale a 1. Questa importante classe
di superfici prende il nome da Lucien Godeaux, che nel 1931 costrui
il primo esempio nell’articolo [13]; nel seguito chiameremo questa
superficie la superficie di Godeaux classica. L'importanza, per lo meno
dal punto di vista storico, della superficie di Godeaux classica risale
a una congettura di Max Noether (circa 1870) che ipotizzd che una
superficie con irregolarita e genere geometrico nulli fosse razionale.
Circa vent’anni piu tardi, nel 1894 (pubblicato perd nel compendio
[10]), Federigo Enriques esibi il primo esempio, che ora porta il suo
nome, di superficie non razionale con tali invarianti, contraddicendo
la congettura di Noether. Nello stesso anno, Guido Castelnuovo ini-
zio la dimostrazione del famoso Criterio di razionalita, completata in
[9]: se una superficie soddisfa le piu restrittive ipotesi di irregolarita
e secondo plurigenere nulli, allora & razionale.

Nonostante la superficie di Enriques fosse gia un controesempio
per la congettura di Noether, rimase aperto il problema di scoprire
una superficie di tipo generale con irregolarita e genere geometrico
nulli; la superficie di Enriques infatti ha dimensione di Kodaira nulla.
La superficie di Godeaux classica fu il primo esempio di superficie
di tipo generale con q = pg = 0, precedendo di poco la costruzione
di un’altra superficie con le stesse caratteristiche da parte di Luigi
Campedelli (vedi [8]). Queste due superfici sono distinte da un altro
invariante, l'autointersezione del divisore canonico, che per le Go-
deaux & 1, mentre per 'esempio di Campedelli & 2. Nel tempo, le
superfici lisce e minimali, con p; = q = 0 e K* = 1 (rispettivamen-
te, K2 = 2) sono state chiamate superfici (numeriche) di Godeaux
(rispettivamente, di Campedelli). Le due costruzioni sono molto di-
verse: Campedelli usd un rivestimento doppio del piano proiettivo,
ramificato su opportune curve per ottenere una superficie con i giusti
invarianti; Godeaux invece quozientd una superficie quintica di IP?
per un’azione libera di Zs.

A riprova della lunga strada ancora da compiere nello studio delle
superfici di tipo generale, una classificazione delle superfici di Go-
deaux (nonostante dal 1931 siano state studiate da molti autori) an-
cora non ¢ completa. Com’e chiaro dalla descrizione, la superficie di
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Godeaux classica ha gruppo fondamentale algebrico isomorfo a Zs.
Yoichi Miyaoka, in [22] dimostro che le superfici di Godeaux con tale
gruppo fondamentale algebrico formano uno spazio di moduli irri-
ducibile di dimensione otto, e diede la costruzione esplicita di que-
ste superfici. Inoltre, dimostro che il gruppo fondamentale algebrico
di una superficie di Godeaux non puo avere piu di cinque elementi
e deve essere ciclico (sostanzialmente, il caso Z3 non pud accadere).
Appare allora ovvio tentare una classificazione rispetto al gruppo fon-
damentale algebrico. In effetti, Miles Reid in [25], calcolando 1’anello
canonico di una superficie di Godeaux con gruppo fondamentale al-
gebrico ciclico di ordine 5, 4 e 3, riusci a descrivere completamente
queste classi (ritrovando il risultato di Miyaoka nel caso di ordine 5),
dimostrando che il loro spazio dei moduli e irriducibile e di dimen-
sione otto. Invece, per i due casi rimanenti, cioe per le superfici di Go-
deaux con gruppo fondamentale algebrico di ordine due, e per quelle
algebricamente semplicemente connesse, si conosce molto poco: una
classificazione completa non & nota, anzi, ne sono stati costruiti solo
sporadici esempi; i primi in ordine temporale sono di Rebecca Barlow:
per la prima classe in [2], mentre per la seconda in [3].

AUTOMORFISMI DI UNA SUPERFICIE DI TIPO GENERALE

Nel 1893, Adolf Hurwitz mostro che per le curve di genere g > 2, il
gruppo di automorfismi e finito e di cardinalita minore o uguale a
42 -2(g — 1). Inoltre, questo limite ¢ effettivo, nel senso che esistono
curve che raggiungono il limite, chiamate ancora oggi curve di Hur-
witz. Nella terminologia moderna, le curve con genere maggiore o
uguale a due sono quelle con dimensione di Kodaira positiva, cioé
le curve di tipo generale; inoltre, 2(g — 1) pud essere visto come il
grado del divisore canonico. Abbastanza sorprendentemente, per le
superfici di tipo generale, come sono le superfici di Godeaux, si trova
una stima completamente analoga.

Il percorso compiuto per arrivare a questo risultato comincia nella
meta del ventesimo secolo, quando Aldo Andreotti in [1] dimostra
che per una superficie di tipo generale il gruppo degli automorfismi
e finito. In questo articolo viene anche mostrato un limite superiore al
numero di automorfismi, esponenziale rispetto al genere geometrico.
Negli anni Ottanta, questo limite & stato abbassato per alcune classi
di superfici a una dipendenza polinomiale. Successivamente, Alessio
Corti in [11] ha dimostrato una stima polinomiale, nell’autointerse-
zione del divisore canonico, per tutte le superfici di tipo generale,
anche se il polinomio che limita e di grado dieci. Poco dopo, questa
stima & stata ancora affinata da Alan T. Hucklebarry e Martin Sauer
in [20], arrivando a un limite asintotico a log(K?) - (K2)15/2. In questo



contesto, vengono sviluppati i lavori di Xiao Gang (per le referenze,
si veda [27]), che dimostra il limite effettivo 422K? (oltre che un limite
per il massimo sottogruppo abeliano del gruppo degli automorfismi
per una varieta di tipo generale), raggiunto nelle superfici che sono
prodotto di una curva di Hurwitz con sé stessa.

Per quanto riguarda gli automorfismi delle superfici di Godeaux,
il limite di Xiao ci permette di dire che il numero di automorfismi e
al pitt 1764, il che non da moltissime informazioni. Pitt informazioni
invece porta 1’articolo [7], che classifica le superfici di Godeaux che
ammettono un’involuzione. Recentemente, sulla stessa linea Eleonora
Palmieri in [23] ha dimostrato che non esistono superfici di Godeaux
dotate di un automorfismo di ordine tre.

I1 nostro contributo si pone trasversalmente rispetto a questi lavori.
Invece di classificare le superfici di Godeaux che ammettono un auto-
morfismo con una particolare proprieta, descriveremo esplicitamente
il gruppo di automorfismi delle superfici di Godeaux con torsione di
ordine quattro e cinque.

Dopo aver richiamato alcuni risultati e nozioni generali nel Capi-
tolo 1, mostreremo nel Capitolo 2 la costruzione delle superfici di
Godeaux con gruppo fondamentale di ordine quattro e cinque, se-
guendo sostanzialmente [25]. La parte originale e contenuta nei due
capitoli successivi, dove calcoleremo il gruppo degli automorfismi di
queste superfici; in particolare, mostreremo (vedi la tabella 4 a pagi-
na 40 e la tabella 7 a pagina 53) per ogni gruppo possibile le sottova-
rieta corrispondenti nello spazio dei moduli. Sia nel caso con torsione
di ordine cinque che in quello di ordine quattro, la generica superfi-
cie non ammette automorfismi diversi dall’identita; nel primo caso c’e
una sola superficie (la superficie di Godeaux classica) che raggiunge
il massimo numero di automorfismi, 100; nel secondo caso, il massi-
mo numero di automorfismi, 8, viene raggiunto in una sottovarieta di
dimensione due dello spazio dei moduli. Grazie a questa classificazio-
ne otterremo inoltre che il gruppo di automorfismi di una superficie
di Godeaux con torsione isomorfa a Z,4 e abeliano.

NOTAZIONI

Per varieta intendiamo sempre una varieta proiettiva definita su C;
quando non specificato, sottintenderemo che una varieta e liscia. Se
X e una varieta (liscia) indichiamo con Q’)‘( il fascio delle k-forme su X,
con wyx = /\ﬁ1imX
Rispettivamente H*(X, F) e h*(X, F) sono la k-esima coomologia di X
a coefficienti nel fascio F (oppure, se F & un divisore, nel fascio Ox(F))

Q}( il fascio canonico e con Kx il divisore canonico.

e la sua dimensione come C-spazio vettoriale. Il genere geometrico di
Xepg(X) = h%(X, Kx) mentre lirregolarita & q(X) := h*?(X), cioe
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la dimensione di H%(X,Q}). Per una superficie, cioé una varieta di
dimensione due, h'?(X) = h%!(X) = h'(X, 0x), di conseguenza la
caratteristica di X & x(Ox) = 1 — q(X) + pg(X). Indichiamo inoltre la
caratteristica topologica di X con yop(X).

Per un divisore su una varieta intenderemo un divisore di Weil;
I'equivalenza lineare (cioe, 'uguaglianza a meno del divisore di una
funzione razionale) ¢ indicata con =, mentre I'equivalenza numerica
(cioe, I’avere la stessa intersezione con tutti i divisori) con ~.



PREREQUISITI

In questo capitolo riassumeremo alcuni risultati non strettamente ine-
renti all’argomento centrale della tesi, ma che saranno utili nel pro-
sieguo.

1.1 VARIETA INTERSEZIONE COMPLETA

1.1.1 PROPOSIZIONE. Sia X C PN una varieta liscia, intersezione completa
delle ipersuperfici Hy, ..., H, di grado d, . .., d,; allora

r
CL)X%OX<ZCIZ'—N—1>.

i=1

Dimostrazione. Per il Teorema 11.8.17 in [16], se X' (nel nostro caso
X = PN ) & una varieta liscia e X C X’ & una sottovarieta chiusa e
irriducibile corrispondente al fascio di ideali Z, allora X & liscia se e
solo se il suo fascio delle 1-forme ()% & localmente libero di rango
r = codim(X, X’) e la successione

0—ZI/7? - QW ®0x — Q% —0

e esatta (in generale, & esatta solo a destra).

Nelle nostre ipotesi, X e liscia e quindi la successione e esatta;
passando al determinante della successione otteniamo wy ® Ox =
wx ® N\'I/T? tensorizzando per il duale di \"Z/Z?, cioe \" Nx,x,
dato che duale e massima potenza esterna commutano, otteniamo
wxrx @ N Nx/xr & wx.

Poiché X e intersezione completa, 7 & generato dai polinomi f;
che definiscono le ipersuperfici e, componendo con la proiezione,
possiamo scrivere I’omomorfismo suriettivo

r r
P Ox(—H;) = P Ox(—d;) > T — I/T%
i=1 i=1
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Restringendo i fasci a X, abbiamo un omomorfismo suriettivo
T
P Ox(—d;) — /717,
i=1

che & un isomorfismo dato che entrambi i fasci sono localmente liberi
di rango r. Prendendo la massima potenza esterna,

/r\I/Iz = /r\ (é OX(—di)> = Ox (— idl) ,
i=1 i=1

da cui A" Ny, x = (’)X< "1 di). Ora,

1%

i=1

r r
wyx = wx'|x (24 /\NX/X’ = Ox(—N— 1) ® Ox (Zd,’)

g(’)x<idi—N—1>. [
i=1

1.1.2 PROPOSIZIONE. Sia X C PN una varietd, intersezione completa di
r ipersuperfici; allora, per ogni i tale che 0 < i < N —r e per ogni k,
H' (X, Ox(k)) = 0.

Dimostrazione. Procediamo per induzione su r. Ser = 0, X = PN e
per il Teorema 111.5.1 in [16], H' (X, Ox (k)) = 0 per ogni i ¢ {0, N}. Se
'asserto vale per le varieta di codimensione r — 1 e X & l'intersezione
completa di una ipersuperficie di grado d con una varieta X’ interse-
zione completa di r — 1 ipersuperfici, allora abbiamo la successione
esatta corta

0— Ox(k—d) — Ox (k) — Ox(k) — 0.

Dalla corrispondente successione esatta lunga possiamo estrarre per
ogni i con 0 < i < N —r la successione esatta

0 =H (X', 0x(k)) — H(X,0x(k)) — H* (X', Ox/(k—d)) =0,
che implica H' (X, Ox(k)) = 0. O

1.1.3 TEOREMA (della sezione iperpiana di Lefschetz). Sia X una sot-
tovarieta liscia di PN di dimensione n e sia H C PN un iperpiano; allora
mi(X) = m(X N H) per ogni i < n, dove 71; associa a una varietd il suo
i-esimo gruppo di omotopia.

Dimostrazione. Vedi Teorema 1.20.4 in [4], oppure sezione 5.1 e seguen-
ti in [14]. O



1.2 VARIETA IMMERSE CANONICAMENTE

1.1.4 PROPOSIZIONE. Un'ipersuperficie liscia X C PN, con N > 2, ¢
semplicemente connessa.

Dimostrazione. Se X C PN ha grado d, possiamo considerare 1'im-
mersione di Veronese d-upla di PN in PM, dove M = (¥ ;d) ; in que-
sta immersione, I'immagine di X e liscia ed & una sezione iperpiana
dell'immagine di IPV. Poiché¢ PN & semplicemente connesso, per il

Teorema di Lefschetz anche 1 (X) = {1}. O

1.2 VARIETA IMMERSE CANONICAMENTE

Siano X e Y due varieta, e f: X — Y un morfismo dominante; f
induce, per il Teorema 11.8.11 in [16], un omomorfismo canonico di
fasci f*: f*Q — O, che, prendendo le massime potenze esterne,
induce un omomorfismo f*: f*wy — wx, dato che potenza esterna e
pullback commutano.

SeY = Xe f € Aut(X), da una parte il pullback tramite un isomor-
fismo del fascio canonico e ancora il fascio canonico, cioe f*wx = wx;
dall’altra, dato che la corrispondenza f +— f* & canonica (e quindi fun-
toriale), anche f* & un isomorfismo. Possiamo costruire il diagramma
commutativo

*

L

X—X.
f

Considerando le sezioni globali, a partire da un automorfismo f di
X otteniamo un automorfismo dello spazio vettoriale HO(X, Kx), che
chiameremo ancora f*. Inoltre, poiché la corrispondenza ¢ funtoriale,
se f,h € Aut(X) allora (ho f)* = f*h*. Questo ci permette di dire
che se G & un gruppo con un’azione p: G — Aut(X), allora non
solo ogni p, induce un automorfismo py di H’(X,Kx), ma che la
mappa g — 0y, € a sua volta un’azione di G su H°(X,Ky), cioe
una rappresentazione lineare di G (& necessario prendere g +— .0;1 in
quanto il pullback € un funtore controvariante).

Abbiamo visto che f € Aut(X) induce un automorfismo dello spa-
zio vettoriale H’(X, Kx); considerando il duale e proiettivizzandolo,
otteniamo un automorfismo f di IPN, il codominio della mappa cano-
nica |, | (quando questa & definita, cioé quando |Kx| non ha compo-
nenti fisse). Se supponiamo che ¢k, | sia un’immersione, la restrizio-
ne di fa X ha immagine contenuta in X ed e f: infatti, dato x € X,
una sezione s € H’(X,Kx) si annulla in f(x) se e solo se f*(s) si
annulla in x; abbiamo quindi dimostrato la seguente.
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1.2.1 PROPOSIZIONE. Siano X e Y due varieta con divisore canonico molto
ampio, px: X — X' CPNe gy: Y — Y C PN le immersioni canoniche;
per ogni morfismo dominante f: X — Y esiste un morfismo f: PN — PN

tale che f(X') C Y’ e che rende il diagramma

f
X—Y

ol e

X/ — ’Y/
Fixt

commutativo. Inoltre, la corrispondenza f — f ¢ funtoriale.

I1 vantaggio di avere questa proposizione e che gli automorfismi
dello spazio proiettivo sono molto semplici.

1.2.2 PROPOSIZIONE. Ogni automorfismo di PN ¢ lineare; in altre parole,
fissato un sistema di coordinate (xo, . .., Xy, e rappresentato da una matrice
in PGL(N +1).

Dimostrazione. Se PN ¢ il proiettivizzato di uno spazio vettoriale V
di dimensione N + 1, allora un automorfismo lineare di V scende
a un automorfismo di PV lineare, cioe descritto da una matrice in
GL(N + 1); due automorfismi linearmente dipendenti scendono allo
stesso automorfismo di PV, quindi gli automorfismi lineari di PV
sono parametrizzati da PGL(N +1).

Viceversa, se ¢ € Aut(IPV), sia L := ¢*Opn(1); allora:

* dato che PicIPN = ZOp~ (1), L = Opn (k) per qualche k;

* essendo ¢ = ¢ un’'immersione in PN, L & molto ampio, cioe
k>0

e poiché ¢*: PicPN — PicPN & un automorfismo, L & isomorfo
a un generatore di PicIPY, cioe k € {—1,1}.

Allora L = Opn(1) e di conseguenza ¢ & descritta da polinomi di
primo grado. O

1.3 GRUPPO FONDAMENTALE ALGEBRICO

Sia X uno spazio topologico connesso per archi, localmente connesso
e localmente semplicemente connesso; allora X ammette un rivesti-
mento universale, cioé un rivestimento X — X con X semplicemente
connesso; il gruppo fondamentale G := 7r;(X) agisce su X in modo
che, come spazi topologici, X /G = X (denoteremo I’azione di y su un
punto x € X con 7 - x). Inoltre, per ogni sottogruppo normale N < G,
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la mappa X’ := X/N — X & un rivestimento tramite I'azione di G/N.
Vale anche la seguente proposizione, che ci sara utile in seguito.

1.3.1 PROPOSIZIONE. Sia f: X — Y una funzione continua con push for-
ward f,: m1(X) — m1(Y) e suriettivo; allora per ogni rivestimento con-
nesso p: Y' — Y, il prodotto fibrato X' := Y’ xy X con la proiezione
q: X' — X ¢ un rivestimento connesso di X.

Dimostrazione. Innanzitutto, 4 € un rivestimento: per ogni x € X, si
considera Uy := f~!(Uy), dove Uy & un intorno di y := f(x) € Y tale
che p‘l(uy) = | JU; con U; omeomorfo a U,; allora U, & un intorno
di x, g~} (Uy) = U U; xu, Uy e U; xy, Uy @ omeomorfo a U.

Per dimostrare la connessione, fissiamo dei punti base per gli spazi
coinvolti in modo da avere il diagramma commutativo

!

(', x) Lo (V)

7| |7

(X, x0) - (Y, v0)

e dimostriamo che il gruppo fondamentale di X agisce transitivamen-
te sulla fibra sopra un punto x € X. La fibra sopra x( e

g (x0) = { (xo,.v) | p(y') = f(x0) } = { (x0,¥) | ¥ € p~ (o) };

fissiamo (xo,y’) € g7 1(x0); poiché p & un rivestimento connesso, esi-
ste un laccio ¢y € my(Y) tale che 7 -y, = y'. Per ipotesi, esiste un
laccio ¢ € m11(X) tale che f o 6 = . Ora, per la commutativita del dia-
gramma, la composizione con f’ del sollevamento di J con estremo
iniziale y;, coincide con il sollevamento di  con estremo iniziale y;,
dacuid-xj = (x0,¥). O

Se lo spazio X di partenza € una varieta complessa, possiamo dare
una struttura di varieta complessa a ogni rivestimento di X, dato che
X' e X sono localmente isomorfe. Se X & anche algebrica e proiettiva,
ci si puo chiedere se si ha una tale struttura anche su X'.

La risposta & affermativa per i rivestimenti 77: X’ — X di grado
finito. Infatti, se X e proiettiva ammette un fibrato in rette L positivo
su X; se il rivestimento e finito, 7L & un fibrato in rette positivo
su X/, che, grazie al Teorema di immersione di Kodaira, permette di
vedere X' come una sottovarieta analitica di uno spazio proiettivo.
Infine, per il Teorema di Chow, una sottospazio analitico chiuso di
PN e algebrico (per i dettagli, vedi [15]). Viceversa, ogni rivestimento
étale, di Galois, di grado finito & anche un rivestimento topologico.



PREREQUISITI

La definizione di gruppo fondamentale a partire dai lacci ha senso
su una varieta complessa, ma non su uno schema pit1 generale. Per
estendere la nozione di gruppo fondamentale, si definisce il gruppo
fondamentale algebrico per uno schema connesso X come

7} 8(X) = lim Gal(X'/X),

dove X’ varia tra i rivestimenti étale, di Galois, di grado finito su X.
Se X e complessa, si possono confrontare le due definizioni; si

dimostra che in questo caso il gruppo fondamentale algebrico e il

completamento profinito del gruppo fondamentale, cioe

al .
my® =lim 711 /N,

dove N varia tra i sottogru}ppi normali di 71y con indice finito. In
8

. < e e a
particolare, se 711 € finito, 77}

= 7r1.

Per le superfici di Godeaux, il gruppo fondamentale algebrico e fi-
nito e abeliano; grazie a questo fatto, possiamo identificare il gruppo
fondamentale algebrico con Tors(X), la torsione di Pic(X). In parti-
colare, se D € Tors(X) & un divisore di ordine n, allora possiamo
associargli il rivestimento étale, di Galois, con gruppo di Galois Z,

costruito come
X' == SpecOx ® Ox(D) ® - -- & Ox((n—1)D),

dove la struttura di algebra & data fissando un isomorfismo Ox(nD) =
Ox, mentre 1'azione di Z,, per cui il quoziente ¢ X & definita dalla mol-
tiplicazione per ¢ sulla i-esima componente, con ¢ una radice n-esima
primitiva dell’unita fissata (per i dettagli, vedi [24]).

Nel calcolare gli automorfismi di una superficie di Godeaux con
torsione, faremo uso delle seguenti.

1.3.2 PROPOSIZIONE. Siano X := X'/G e Y := Y'/G due superfici, dove
G agisce liberamente su X' e su Y'; sia f: X — Y un isomorfismo tale che
Uimmagine di f,: m1(X) — m1(Y) e contenuta nell'immagine di 1, (Y') in
111 (Y); allora esiste un isomorfismo f': X' — Y’ compatibile con 'azione di
G.

Dimostrazione. Un isomorfismo f: X — Y e in particolare € un omeo-
morfismo, percio per le proprieta topologiche dei rivestimenti, se &
soddisfatta l'ipotesi sui gruppi fondamentali, si solleva almeno a un
omeomorfismo f’: X' — Y’ (fissando dei punti base x; € X' ey; € Y/,
f'(x") & determinato prendendo un cammino 7 da x{, a x’, proiettan-
dolo in Y e prendendo il punto finale del sollevamento in Y’ a partire
da y;); perod, possiamo vedere f anche come un biolomorfismo nella
categoria degli spazi analitici; dato che per un omeomorfismo 1’esse-
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re un biolomorfismo ¢ una questione locale (dove “locale” si intende
nella topologia usuale), f' & un biolomorfismo. Per i Teoremi GAGA
(vedi [26]), un biolomorfismo di una varieta algebrica, proiettiva e
chiusa vista nella categoria analitica € un isomorfismo nella categoria
algebrica. O

1.3.3 PROPOSIZIONE. Siano p: Z, — Aut(X) e T: Z, — Aut(Y) due
azioni libere; allora ¢ : X — Y passa al quoziente se e solo se esiste h € Z,
tale che T, = ¢@p1.

Dimostrazione. A priori, ¢ passa al quoziente se e solo se, per ogni
x € X e per ogni k € Z,, esiste h € Z, tale che 1,¢(x) = @pi(x).
Osserviamo innanzitutto che se la condizione e soddisfatta per k =1,
lo & per ogni k (prendendo semplicemente Tx). Inoltre, se h esiste, non
dipende da x: sia C;, I'insieme degli x € P tali che 7,¢(x) = ¢p1(x);
i C, sono chiusi e per ipotesi coprono X, ma X e irriducibile, quindi
almeno uno dei C;, deve essere X. Infine, se 17,9 = ¢p1, allora 7, e
p1 hanno lo stesso ordine perché coniugate tramite un elemento di
Aut(X); ma un elemento di Z, ha ordine n se e solo se (h,n) =1,
cioe se h € Z,. O

In particolare, abbiamo il seguente corollario.

1.3.4 COROLLARTO. Sig 71: X' — X un rivestimento étale, di Galois, con
gruppo di Galois G = Z,; allora Aut(X) é isomorfo al quoziente del norma-
lizzatore N oy (x1y (G) per G.

Dimostrazione. Per la Proposizione 1.3.2 e la Proposizione 1.3.3, un
automorfismo ¢ di X viene da almeno un automorfismo ¢’ di X’
e ¢ € Nayy(x)(G). Rimane da dimostrare che gli automorfismi del
normalizzatore che inducono l'identita al quoziente sono solo quelli
di G; ma se ¢’ induce 'identita, manda x’ € X’ in un suo coniugato
tramite G, cioé per ogni x’ € X', esiste g € G tale che ¢'(x") = g(x');
con gli stessi argomenti della dimostrazione precedente, g se esiste &
unico e ¢’ = g. O
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In questo capitolo definiremo le superfici di Godeaux e mostreremo
che possono essere divise in cinque classi a seconda del loro gruppo
fondamentale algebrico, che puo essere {0}, Z,, Z3, Z4 0 Zs. Delle
superfici delle prime due classi non abbiamo una descrizione com-
pleta, tanto meno una costruzione esplicita (anche se sappiamo che
esistono degli esempi); le ultime tre classi invece sono ben comprese:
conosciamo lo spazio dei moduli e sappiamo dare una costruzione
esplicita di tutte le superfici che vi appartengono.

2.1 CLASSIFICAZIONE

2.1.1 DEFINIZIONE. Una supetficie di Godeaux € una superficie S di tipo
generale, liscia e minimale, con pg(S) =0 = q(S) e K3 = 1.

Per la definizione del gruppo fondamentale algebrico (vedi Sezio-
ne 1.3), una superficie S ha ’nilg‘ > n se e solo se esiste un rivesti-
mento X — S étale, di Galois, di grado maggiore o uguale a n. Il
nostro primo scopo e quello di mostrare che se S & una superficie
di Godeaux, il suo gruppo fondamentale algebrico ha al pitt cinque
elementi.

Siano quindi S una superficie di Godeaux e 77: X — S un rivesti-
mento étale, di Galois, finito, di grado n; allora X e liscia e:

K% =nk%=n perché Kx = m*Kg;
x(0x) =nx(0s) =n, per il Lemma v1.3 in [6];
pg(X) =n—-1+q(X)  dax(Ox)=1-q(X)+pg(X).

Applicando la disuguaglianza di Noether (vedi Teorema vi1.3.1 in [4]),
K3% > 2pg(X) — 4, otteniamo

n=Ki>2(n—-1+q(X)) —4=2q(X)+2n—6,

da cui n < 6 —2q(X) < 6. Dobbiamo escludere il caso n = 6; per
farlo abbiamo bisogno dei lemmi seguenti.
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2.1.2 LEMMA. Sia X una supetficie con q(X) > 0; allora X ammette
rivestimenti étale, di Galois, finiti di grado n per ogni n > 0.

Dimostrazione. Siano n > 0, g := q(X) e A := Alb(X) la varieta di
Albanese di X, dotata del morfismo a: X — A. Poiché A & una va-
rieta abeliana, possiamo considerare il morfismo y,: A — A dato
dalla moltiplicazione per n. Sia X’ := A x 4 X il prodotto fibrato che
completa il diagramma

il morfismo y, & chiaramente étale e di Galois e, dato che Alb(X) ha
dimensione 2g, & di grado n?1. Poiché X’ si ottiene da X per cambia-
mento di base tramite un rivestimento étale, anche f ¢ tale (vedi [21],
pagina 44). Rimane da dimostrare che X’ & connesso, ma questo segue
dalla Proposizione 1.3.1, dato che una proprieta fondamentale della
mappa di Albanese & che I'omomorfismo indotto 711(X) — m1(A) e
suriettivo. O

2.1.3 LEMMA. Siano X una superficie di tipo generale, liscia e minimale,
a € Aut(X) un automorfismo di ordine r tale che () agisce liberamente su
X e f: X — P! una fibrazione in curve di genere ¢ compatibile con a, nel
senso che esiste B € Aut(P') che fa commutare il diagramma

X —— X

7| |7

1*>H31'
P 5 ;

allorar | g — 1.

Dimostrazione. L'automorfismo e rappresentato da una matrice di
IPGL(2) ed & facile vedere che ha almeno un punto fisso; sia quindi
x € P! un punto tale che B(x) = x e sia F := f*(x), la fibra sopra
x. Dato che F & una fibra, F2 = 0; d’altra parte, per la formula di
aggiunzione, Kr = (Kx + F)|F, dacuiKy-F=Kr-F—F>=2(g—1).
Ora, sia S il quoziente X/ (a); il morfismo di proiezione 7: X — S &
un rivestimento étale e di Galois; abbiamo Kx = n*Kg, ma anche F &
il pullback tramite 7t di un divisore F’ di S, essendo F invariante per
«. Allora,

2(g—1)=Kx-F=m"Ks-m"F =rKs - F'.
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Inoltre, da F = 7*F/ abbiamo 0 = F2 = rF'%; di conseguenza, per la
formula del genere, Ks - F' & pari, quindi r | g — 1. O

2.1.4 TEOREMA. Sia S una superficie di Godeaux; allora |7}¥| < 5.

Dimostrazione. Escludiamo il caso ]ﬂilg(5)| = 6 mostrando che non
esiste una superficie di tipo generale X, liscia e minimale, con K3 =6
e pg(X) = 5+ q(X), dotata di un gruppo G di automorfismi di ordine
sei che agisce in modo libero. In questo caso, 6 < 6 —2q(X) < 6, da
cui q(X) =0.

Per assurdo, siano X e G una superficie e un gruppo con le ca-
ratteristiche elencate precedentemente. Il quoziente S := X/G € una
superficie di Godeaux e abbiamo un rivestimento étale, di Galois, di
grado sei, 77: X — S. Per X abbiamo K% = 2 pg(X) — 4. Le superfici
conq=0eK?=2p; —40K?=2p; —3 sono dette superfici di Ho-
rikawa, il quale le ha studiate estensivamente (per delle referenze, si
veda [19]). In particolare, per le superfici con K? = 2 p; —4, & noto che
la mappa indotta dal sistema lineare canonico € un morfismo ed & un
rivestimento doppio su una superficie di grado pg — 2 in PPt ~!. Nel
nostro caso, abbiamo ¢, |: X — P4; I'immagine di questo morfismo
e la superficie di Hirzebruch [F; immersa in IP* come scroll razionale
normale. Se componiamo ¢, | con la proiezione IF; — P!, otteniamo
una fibrazione f: X — P! che ha come fibre curve di genere due (ve-
di Teorema 1.6 e Corollario 1.7 in [18]); poiché e stata costruita solo
a partire da Ky, e invariante rispetto a G. Per il Lemma 2.1.3, questo
implica che I'ordine di ogni elemento di G divide 1, assurdo. O

Grazie a questo teorema, rimangono sei possibilita per n?lg(S): i
gruppi ciclici di ordine n, 1 < n <5, e Z, x Z,; dobbiamo escludere
quest’ultimo. Dimostriamo alcuni lemmi preliminari.

2.1.5 LEMMA. Sia D = Y ;c; m;C; un divisore numericamente equivalente
a 0 su una superficie S di tipo generale, minimale e tale che Kg - C; = 0 per
ogni i € I; allora D = 0.

Dimostrazione. Poiché S & di tipo generale, Ks € nef e big. Sia | C I
l'insieme degli indici corrispondenti a coefficienti m; negativi e ponia-
mo Dy = YepymiCi e Dy i= Y ey —m;C;. Allora Dy e D sono due
divisori effettivi, numericamente equivalenti e senza componenti co-
muni. Ora, Dl.2 = D; - D > 0; d’altra parte, per il Teorema dell'indice
(vedi Corollario 2.16, [4]), K3 > 0 implica D? < 0 con l'uguaglianza
se e solo se D; = 0. O

11
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2.1.6 LEMMA. Sia S una superficie di Godeaux; allora per ogni divisore
D € Tors(S) e per ognin > 1 a meno del cason =1, D =0,

hO(S,nKs + D) =1+ (’;)
Dimostrazione. Per il Teorema di Riemann-Roch, abbiamo

1
x(nKs + D) = x(Os) + E(”Ks + D) (nKs+D —Ks) =

—x09)+ (5K =1+ (3),

dato che un divisore di torsione ha intersezione nulla con ogni altro
divisore. Dimostriamo che h'(S,nKs + D) = 0 = h?(S, nKs + D). Per
n > 2, (n—1)Ks + D & nef e big, dato che lo & Kg in quanto S & di
tipo generale, e D non influisce nelle intersezioni, quindi possiamo
applicare il Teorema di annullamento di Kawamata-Viehweg (vedi

[12]):
h'(S,Ks+L) =0 VL nef e big, Vi > 0.

Rimane da dimostrare che le due coomologie si annullano per
n=1eD # 0;se D e di torsione, anche —D lo ¢ e hz(S,Ks + D) =
h%(S, —D) = 0, perché un divisore non nullo in H(S, —D) dovrebbe
essere effettivo, ma numericamente equivalente a 0, e questo &€ impos-
sibile per il Lemma 2.1.5 (poiché K € nef, se ha intersezione nulla con
un divisore effettivo, deve avere intersezione nulla con ogni sua com-
ponente). Consideriamo il rivestimento X — S corrispondente a D: il
pullback di un elemento non nullo di H'(S,Ks + D) & un elemento
non nullo di H'(X, Kx), percid se h!(S,Ks + D) > 0, anche q(X) > 0.
Questo perd non pud accadere: se q(X) > 0, per il Lemma 2.1.2 X
avrebbe rivestimenti étale, di Galois, di ogni grado e cosi S, ma S e
una superficie di Godeaux, che abbiamo dimostrato non ammettere
tali rivestimenti con grado maggiore di cinque. O

2.1.7 LEMMA. Sia S una superficie di Godeaux e siano Dy e D, due divisori
distinti, effettivi e numericamente equivalenti a Kg. Allora, D1 e Dy non
hanno componenti comuni.

Dimostrazione. Poiché S e di tipo generale, Ks & nef e big, quindi
grazie a Ks - D; = 1 e D; > 0 possiamo scrivere

D; = B; + Zmi,]'ci,]'
j

con Ks - B; = 1, B; irriducibili e Ks - C; j = 0. Se B; = B, la differenza
tra D1 e D, € numericamente equivalente a 0 ed & una combinazione
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lineare di curve irriducibili con intersezione nulla col divisore cano-
nico; per il Lemma 2.1.5, la combinazione lineare deve essere banale,
cioeé D; = Dy, che va contro le ipotesi.

Allora By # By; sia E il piu grande divisore tale che E < D; ed
E < D,. Da K% > 0, per il Teorema dell’indice, Ci%j < 0, e poiché S
& minimale, Cl.Z,]. < —2; d’altra parte C%j > —2—Ks-Cjj = —2, cioe
CZ.Z,]. = —2. Otteniamo che la forma d’intersezione delle curve C;; &
definita negativa e pari; allora E2 < —2. Ora, da un lato D; — E e
D, — E sono effettivi e non hanno componenti comuni, quindi il loro
prodotto € non negativo; dall’altro,

(D1 —E)-(Dy—E) = (Ks —E)* = K2 + E2 = 2Ks~E < —1,
assurdo. O

_ o I R
2.1.8 TEOREMA. Sia S una superficie di Godeaux; allora 711 (S) & un grup-
po ciclico di ordine minore o uguale a cinque.

Dimostrazione. Dobbiamo escludere il caso n;ﬂg(S) = 7o X Zy; suppo-
niamo per assurdo che esista una superficie di Godeaux S con questo
gruppo fondamentale algebrico.

Per il Lemma 2.1.6, abbiamo tre sezioni non nulle x;; appartenen-
ti a H(S,Ks + D;;) per (i,j) € Z X Z, non entrambi nulli, dove
D;; & un divisore di torsione in Pic(S), con Dizj =0eDig+ Do =

12]- sono tre sezioni non nulle in H’(S,2Ks), ma
h°(S,2Ks) = 2; di conseguenza, esiste una relazione non banale tra le

sezioni x? -

Sia ora 7t: X — S il rivestimento étale e di Galois ottenuto dalla tor-
sione di S; allora K% = (71°Ks)* = 4, x(Ox) = 4x(Og) = 4. Usando
come prima il Lemma 2.1.2 otteniamo q(X) = 0 e quindi pg(X) = 3.

D; . In particolare, x

Denotiamo ancora con x;; i pullback a X delle sezioni x; j; i tre pull-
back sono indipendenti perché autovettori per 1'azione di Z, x Z,
relativi a caratteri distinti, quindi formano una base di HO(X, Kx);
hanno pero una relazione di secondo grado proveniente dalla rela-
zione in H%(S,2Ks). Se |Kx| = F + |M]|, con F la parte fissa e M la
parte mobile di Kx, consideriamo la mappa ¢|y. Poiché ogni punto
dell'immagine deve soddisfare la relazione di secondo grado, la sua
immagine & una conica di IP?. Dato che una conica ¢ isomorfa a P!, un
punto e linearmente equivalente a un qualsiasi altro punto; quindi la
controimmagine di un iperpiano, cioé la controimmagine di due pun-
ti, € linearmente equivalente al doppio della fibra T di @52 M = 2T
e |Kx| = F+ |2T|.

A questo punto, 4 = K% = Kx - F 4+ 2Kx - T; in particolare, X &
di tipo generale quindi Kx € nef e big, percio abbiamo Kx-F > 0 e

13
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0 <2Kx-T < 4,cioe 0 < Kx-T < 2. Se F fosse il divisore nullo,
avremmo 4 = K§< = (ZT)2 = 4T?, cioe T? = 1; ma allora,

Ky T =2T* =2,
mentre la formula di aggiunzione darebbe
Kx - T=(Kr—T)-T=2(g(T)—-1) -1,

un numero dispari.

Quindi F # 0, cioe i divisori corrispondenti alle tre sezioni xq,
x1,0, X1, hanno almeno una componente in comune su X e cosi i
corrispondenti divisori su S; ma questo ¢ impossibile a causa del
Lemma 2.1.7. O

2.2 SUPERFICI CON TORSIONE DI ORDINE 5

Mostreremo che, fissata una specifica azione p di Z5 su P3, le super-
fici di Godeaux con torsione isomorfa a Z5 sono in corrispondenza
con le ipersuperfici quintiche invarianti di IP? con al pitt punti doppi
razionali, su cui 'azione e libera. La corrispondenza associa a una su-
perficie di Godeaux il modello canonico di un rivestimento relativo a
un divisore di ordine cinque, mentre a una quintica di P3 associa la
risoluzione minimale delle singolarita del quoziente rispetto a p.

2.2.1 PROPOSIZIONE. Sia S una supetficie di Godeaux con n”lllg (S) = Zs;
allora S e il quoziente rispetto a un’azione libera di Zs della risoluzione
minimale delle singolarita di una ipersuperficie quintica di P® con al piil
punti doppi razionali.

Dimostrazione. Consideriamo il rivestimento 7r: X — S relativo a un
divisore che genera la torsione di S; 7t € un rivestimento étale, di Ga-
lois, di grado cinque. Grazie a questo possiamo calcolare gli invarianti
di X:

K% =5K3 =5, perché Kx = m*Ksg;

xX(Ox) =5x(0s) =5, per il Lemma v1.3 in [6];

q(X) =0, per il Lemma 2.1.2;

pg(X) =4, da x(O0x) =1—q(X) + pg(X).

Inoltre, poiché Kx = m*Ks, Kx & nef e big, quindi X & minimale.
Quindi, X ricade ancora tra le superfici di Horikawa, dato che K% =
2pg(X) — 3. Per il Teorema 1 in [17], abbiamo due possibilita:

e il sistema lineare |Kx| ha un unico punto base;
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* |Kx| & libero e la mappa indotta ¢g,| € un morfismo birazio-
nale su un’ipersuperficie quintica di IP> con al pitt punti doppi
razionali.

Il primo caso non puo accadere: poiché Kx e invariante per 1’azione
di Zs, se |Kx| avesse un unico punto fisso questo dovrebbe essere
fisso anche per 'azione, che pero e libera. O

2.2.2 PROPOSIZIONE. Siano X C P? un’ipersuperficie quintica con al piil
punti doppi razionali e p: Zs — Aut(X), con p; = p(i) un’azione libera;
posto G := p(Zs), la risoluzione minimale delle singolarita di R .= X /G ¢
una superficie di Godeaux S con nqlg(S) = Zs.

Dimostrazione. Nonostante questa proposizione valga anche per X
singolare, per semplicita dimostreremo solo il caso in cui X e liscia; in
questo caso, R e liscia e quindi uguale a S; inoltre possiamo calcolare
con facilita gli invarianti di X:

Kx = 0x(1), per la Proposizione 1.1.1,

(cioé X & immersa in P tramite il canonico);

q(X) =0, per la Proposizione 1.1.2;
K§< =5, perché 5 e il grado dell'immersione;
pe(X) =4,  perché I'immersione & in IP;

inoltre, per la Proposizione 1.1.4, X € semplicemente connessa, cioe X
¢ il rivestimento universale di S e in particolare 711 (S) = Zs. Essendo
un gruppo finito, 711(S) € isomorfo al suo completamento profinito,
niﬂg(S ), che quindi & ancora isomorfo a Zs. Gli invarianti di S sono:

K% =1/5K% =1 e

x(0s) =1/5x(0x) =1, per il Lemma v1.3 in [6];

q(S) =0, perché q(X) =0;

pg(S) =0, da x(0s) = 1= q(X) + pg(X);

S e di tipo generale perché il canonico é nef e big, infatti
KS'Czl/SKX'TC*CEO

per ogni curva irriducibile C C S e K2 = 1 > 0; inoltre & minimale:
una (—1)-curva intersecherebbe Ks in —1, ma Kg & nef. Quindi S &
una superficie liscia, minimale, di tipo generale, con K‘% =1le pg(S) =
0 = q(S), cioe & una superficie di Godeaux; inoltre, nilg(S )= Zs. O

Siano X una quintica di P> con al pitt punti doppi razionali e

p: Zs — Aut(X) con p; = p(i) un’azione libera. Per le due propo-
sizioni appena dimostrate, la risoluzione minimale delle singolarita
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del quoziente di X rispetto a p € una superficie di Godeaux, e tutte
le superfici di Godeaux con torsione isomorfa a Zs si ottengono in
questo modo.

Per la Proposizione 1.2.1, p induce un’azione canonica (che chiame-
remo ancora p) di Zs su IP3, tale che la restrizione a X & l'azione di
partenza. Nella dimostrazione di quella proposizione, abbiamo visto
anche che questa azione proveniva in realta da una rappresentazione
p* di Zs su HO(X, Kx); essendo Zs un gruppo abeliano finito, ogni
sua rappresentazione si decompone come somma di rappresentazioni
irriducibili di dimensione uno, cioé possiamo scrivere

H(X,Kx) 2 Z;, © Zi, ® Zi, ® Z,

come rappresentazioni, dove, fissata una radice quinta primitiva del-
l'unita ¢, Z; ¢ la rappresentazione su cui 1 € Zs agisce come la
moltiplicazione per ¢'. Quindi, a meno di cambiare base, 1’azione &
diagonale, e p] = diag(é‘il, Fi2, @i, Ci‘*). Inoltre, gli i; devono essere tut-
ti distinti: se ce ne fossero due uguali, allora 1’azione fisserebbe un
piano di H(X, Kx), cioé una retta di IP?, ma questo & impossibile per-
ché allora i punti d’intersezione della retta con X sarebbero fissi per
I’azione p.

Potremmo dimostrare anche che gli esponenti sono tutti non nulli
(cioe, la rappresentazione ¢ somma di tutte e sole le rappresentazioni
irriducibili di Z5 non banali), ma questo non & necessario, dato che
a meno di permutare la base e prendere un multiplo della matrice
in PGL(4), 'azione p di Zs in IP? ¢ diagonale e definita da p; =
diag(¢, &, 8%, &).

Questo significa che tutte le superfici di Godeaux sono birazionali
al quoziente di una quintica di IP?> con al pitt punti doppi razionali
per un’azione fissata. Dobbiamo solo determinare tutte le quintiche
X di questo tipo per cui l'azione su P? si restringe a un’azione libera,
cioe quelle fissate da p e non passanti per i suoi punti fissi.

L’AZIONE E LIBERA se X non passa per i punti fissi di p, che sono so-
lo i punti coordinati; percio, il polinomio f che definisce X non
puo annullarsi in questi punti, il che significa che i coefficienti
di xi5 sono non nulli per ogni i € {1,2,3,4}. A meno di riscalare
le coordinate, possiamo supporre che questi coefficienti siano
unitari.

LA QUINTICA E INVARIANTE se f lo ¢, a meno di una costante, per
I'applicazione di p; (& sufficiente controllarlo per p; dato che
Zs ¢ ciclico); poiché abbiamo visto che x? compare in f con un
coefficiente unitario che viene preservato dall’applicazione di
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p1, € necessario che ogni monomio con coefficiente non nullo
sia invariante. Abbiamo

i1 0y iz ia Pi xiy 4200 +3iz4-4iy 401 402 403 004
X1 X3x3x, = § X Xy X3 Xy

quindi perché la quintica sia invariante & necessario e sufficiente
che i monomi che compaiono in f siano quelli di peso nullo

. . 1. . .
modulo 5, dove per peso di un monomio H]4':1 x ].] intendiamo il

numero 2?21 jij- I monomi di quinto grado e peso multiplo di 5

SONno 12:
5 5 5 5
X1, X2 X3, Xy
Xox3 3 3 3
2X3X4, X7X3X4, X1X2Xy, X1X3X3,

2012 2,2 42,2 200 2
quindi f deve essere combinazione lineare di questi monomi
con i coefficienti dei primi quattro unitari.

Otteniamo quindi il seguente teorema di costruzione delle superfici
di Godeaux con torsione di ordine cinque.

2.2.3 TEOREMA. Tutte e sole le superfici di Godeaux con torsione isomorfa
a Zs si ottengono come risoluzioni minimali delle singolarita del quoziente
per l'azione di Zs definita da p1 := diag (&, &2, &3, &*) di una ipersuperficie
quintica X C P3, definita dal polinomio

fi= a0 4+ a3 4+ a3 + g+
+ blxzxgx4 + bzx%x3x4 + nglxzxi + b4x1x%x3+

2 2 2,2 2,2 2 2
+ 61XZX3X4 + C2X1X3X4 + C3X1XZX4 + C4x1xZJC3

e con al piit punti doppi razionali.

La quintica generica di questa famiglia e liscia per il teorema di
Bertini; d’altra parte, equazioni diverse potrebbero dare superfici iso-
morfe. In effetti abbiamo il seguente teorema che descrive lo spa-
zio dei moduli delle superfici di Godeaux con gruppo fondamentale
isomorfo a Zs.

2.2.4 TEOREMA. Lo spazio dei moduli M5 delle superfici di Godeaux con
gruppo fondamentale isomorfo a Zs e il quoziente di un aperto M5 C A®
per l'azione di un sottogruppo finito T < P GL(4), generato dalle matri-
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ci diag(1,¢%2,¢5,8") e Mg per k € {1,2,3,4}, dove M, ¢ la matrice di
permutazione relativa a o e

1:=1d,
2:=(2,1,3,4),
3:=(1,2,4,3),
4:=(1,4)(3,2).

Dimostrazione. Se : S — Sy € un isomorfismo tra due superfici di
Godeaux con torsione di ordine 5, provenienti dalle superfici quin-
tiche X; e X, allora per la Proposizione 1.3.2 (dato che 711(X;) e
111(X2) sono banali), esiste un isomorfismo ¢: X; — X, che passa al
quoziente.

Assumendo per semplicita che X; e X, siano lisce, entrambe so-
no immerse canonicamente in IP?. Allora, possiamo estendere ¢ a un
automorfismo di P? che chiameremo ancora @; inoltre, dato che l'a-
zione e fissata, il passaggio al quoziente di questo isomorfismo non
dipende né dall’equazione di X; né da quella di X>.

Abbiamo gia visto che i punti fissi di p sono i punti coordinati e;; se
@ & un automorfismo di P? che passa al quoziente, deve permutare
le orbite, e in particolare i punti fissi. Questo significa che la matrice
di IP GL(4) che rappresenta ¢ & la permutazione di una matrice dia-
gonale, cioé possiamo scrivere ¢ = od, dove ¢ permuta le coordinate
mentre d le riscala.

Poiché ¢ & permutazione di una matrice diagonale, deve fissare la
parte Yi_; x? del polinomio che definisce X1; questo implica che se
si normalizza uno dei quattro coefficienti non nulli della matrice di
¢ a 1, gli altri possono essere solo radici quinte dell’unita. Non tutte
le permutazioni passano al quoziente: per la Proposizione 1.3.3, deve
esistere h € Z; tale che p,¢ = @p; e poiché d commuta con tutte le
matrici diagonali, ¢ passa al quoziente se e solo se esiste & tale che
pp = op1o~t. La matrice di pj, &

diag(é‘h, ¢2h; érSh’ 64]1),

mentre quella di cp;0—! &

diag(gtf’l(l), ga’l @) 50’1(3), 50’1(4) );

perché definiscano la stessa proiettivita, devono essere uguali a meno
di un coefficiente moltiplicativo A # 0; osserviamo pero che nelle due
matrici gli elementi diagonali sono tutte e sole le radici quinte primi-
tive dell’unita, quindi A deve essere a sua volta una radice quinta del-
l'unita; inoltre dev’essere proprio 1, altrimenti comparirebbe un 1 che
nell’altra matrice non c’e. Allora le sole permutazioni che possiamo
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avere sono quelle con ¢~1(i) = ih per un h fissato, che si verificano
essere quelle dell’enunciato; osserviamo che gli automorfismi ¢ che
sono permutazione secondo & di una matrice diagonale sono quelli
che soddisfano p,¢ = ¢p;.

Infine, il sottogruppo delle matrici diagonali con radici quinte del-
l'unita sulla diagonale e quello delle matrici che sono permutazio-
ne mediante k dell’identita generano T come prodotto semidiretto,
in quanto il primo € normale in T e interseca il secondo solo nella
matrice identita. O

2.3 SUPERFICI CON TORSIONE DI ORDINE 4

Le superfici di Godeaux con torsione di ordine 4 (cioe, quelle con
gruppo fondamentale algebrico isomorfo a Z4, dato che per il Teore-
ma 2.1.8 non pud essere isomorfo a Z, X Z;) sono in corrispondenza
con le intersezioni complete di due quadriche (di cui specificheremo
le possibili equazioni) nel cono V' di dimensione quattro sulla super-
ficie di Veronese (I'immersione di IP? in IP° mediante il sistema lineare
|Op2(2)]), con al pitt punti doppi razionali. La corrispondenza associa
a una superficie di Godeaux con gruppo fondamentale algebrico Z,4
il modello bicanonico del suo rivestimento relativo a un divisore di
ordine quattro, mentre a una varieta come quelle descritte in prece-
denza associa la risoluzione delle singolarita del quoziente rispetto a
un’azione libera e fissata di Z4. Dimostreremo questa corrispondenza
solo nel caso che I'immagine bicanonica sia liscia.

Prima di affrontare le dimostrazioni, osserviamo che V' & singolare
lungo tutto il vertice. Dato che dalle dimostrazioni seguira che 1'im-
magine bicanonica del rivestimento non interseca il vertice di questo
cono, sara molto comodo considerare una risoluzione V — V’, dato
che questa mappa sara un isomorfismo sopra I'immagine bicanoni-
ca. Per costruire questa risoluzione, consideriamo il fascio localmente
libero

E = Op2 @ Op2 & Op2 (2)

su IP?; il corrispondente fibrato proiettivo V := Pp2(€) & una varieta
di dimensione quattro con un morfismo di proiezione p: V — IP?; su
V possiamo prendere due fasci invertibili:

M = Oy (1), il fascio tautologico, con p.M =€, e
L= p*Op(1).

Possiamo denotare con tg, t1, t, le coordinate su IP? e, almeno local-
mente, con ry, 1, r2 quelle sulla fibra; L & descritto da un’equazione
lineare nelle t;, mentre M da una del tipo Agrg + A171 + Arp = 0, dove
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Ao e Ay, corrispondendo ai fasci Op2, sono costanti, mentre A, corri-
spondendo al fascio Op2(2) & un polinomio omogeneo di secondo
grado nelle ¢;. Inoltre, se denotiamo con B il divisore datodar, =0e
osserviamo che il divisore descritto da t3r) = 0 appartiene alla classe
di M, e evidente che sussiste la relazione M = B + 2L.

Questa descrizione implica che la mappa ¢y, manda V in P7; I'im-
magine di un punto di V secondo ¢y si ottiene sostituendo il punto
nell’equazione generica di M e prendendo i coefficienti di Ag, A; e
AZ,i,j/ cioe

2.2 .0
[r0, 71, 12tG, 2tg, ats, ratita, atota, ratoty].

Gli ultimi sei coefficienti soddisfano le equazioni della superficie di
Veronese in IP°, quindi I'immagine di ®|m| € contenuta nel cono sulla
Veronese, V' C P7. Inoltre, se 1, #0, ?Mm| € uno a uno, invece manda
la sottovarieta B (descritta da r, = 0) sulla retta data dall’annullarsi
degli ultimi sei coefficienti, che non & altro che il vertice di V’.

Possiamo calcolare il canonico di V' tramite la seguente formula,
valida per i fibrati proiettivi:

Ky = —(dim F + 1)M + p*(det € 4 Kp2),

dove F ¢ la fibra di p, IP? & la base del fibrato e V & lo spazio totale.
Dato che det£ = A\> & = Op2(2), la formula da

Ky = —3M+ (2L —3L) = —3M — L.

Dimostriamo anche il seguente lemma riguardo la coomologia su un
fibrato proiettivo.

2.3.1 LEMMA. Sia p: Ppi(E) — PN un fibrato proiettivo, con € un fascio
localmente libero su PN di rango r; siano inoltre M = Oy (1) il fascio
tautologico su V = Ppn(E) e L == p*Opn(1). Allora, per ogni k > —r,
perognij € Zeperognii € IN,

i N Y sek <0,
MV kM) =] |
H'(PY,Sym"* (€ ® Opn(j))) sek > 0.

Dimostrazione. Useremo i seguenti fatti:

A. poiché p ¢ la proiezione da un fibrato proiettivo al suo spazio
base, se k > r allora H'(V, Oy (k)) = H' (PN, p.Oy (k)) per ogni
i € IN (vedi [16], Sezione 111.8);
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B. per la Proposizione 11.7.11 in [16],

0 sek <0,

*O k —
pOv(k) SymtE sek > 0.

Sia p’: Ppn (€ ® Opn(j)) — PV; dato che stiamo tensorizzando per
un fascio invertibile, il fibrato che si ottiene & isomorfo a V, e ha fascio
tautologico uguale a M + jL; applicando i due fatti a p’ otteniamo la
tesi. O

Proseguiamo nella dimostrazione della corrispondenza con un al-
tro lemma.

2.3.2 LEMMA. Siano X una supetficie liscia, ¢: X --+ X' una mappa razio-
nale definita intrinsecamente e due a uno su una superficie razionale; se G é
un gruppo che agisce liberamente su X, allora G = Z, per qualche r > 0.

Dimostrazione. Poiché ¢ e definita intrinsecamente, i punti in cui non
e definita sono invarianti per 'azione di G; possiamo allora scoppiare
simultaneamente questi punti, ottenendo una superficie su cui G agi-
sce ancora. Grazie a ci0, possiamo assumere che ¢ sia un morfismo.

Ora, G agisce anche su X', tramite l'intrinseco morfismo ¢; vorrem-
mo sfruttare il fatto che un automorfismo di una superficie razionale
liscia ha almeno un punto fisso, ma X’ potrebbe essere anche singola-
re. Per continuare la dimostrazione, dobbiamo sostituire X’ con una
superficie razionale liscia.

Siano ¢#: X — X l'involuzione determinata da ¢ e m: X — W la
proiezione, dove W = X/(8); per costruzione, ¢ fattorizza per 7 e
dato che entrambe sono due a uno, X’ e W sono birazionali, cioe W
e razionale. Ora, W & il quoziente di una superficie liscia per un’in-
voluzione; non & detto che sia liscia, dato che ¢ potrebbe avere punti
fissi. Un punto fisso p di ¢ puo avere due comportamenti: localmen-
te, ¥ pud mandare una coppia di parametri locali (x,y) in (x, —y) o
in (—x, —y). Nel primo caso, p appartiene a una curva di punti fissi
liscia in p, descritta da y = 0: il quoziente rimane liscio in p. Nel
secondo caso invece si crea una singolarita, tuttavia si puo risolverla
scoppiando un’unica volta su X; andiamo a dimostrare che la curva
eccezionale diventa una curva di punti fissi di ¢ che non da singola-
rita su W. Prendendo intorno al punto (p, o) della curva eccezionale
le coordinate (x,y'), con x’ = x e y' = y/x, si ottiene

o(x') = —«/,
oy =V,

cioeé abbiamo risolto la singolarita, ritornando al primo caso.
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Quindi, a meno di scoppiare ulteriormente X, possiamo suppor-
re che W sia una superficie liscia, razionale e, in particolare, con
la proprieta che ogni suo automorfismo ha un punto fisso. Come
detto, G agisce anche su W; di conseguenza, per ogni ¢ € G\ {e},
esiste un punto 7(x;) € W tale che gr(xy) = 7m(xg). Per costru-
zione, g7t(xg) = 7(gxy), da cui 7(xg) = 7(gxg), ciod gxg = xg O
gxg = ¥(x¢); ma dato che ¢ non ha punti fissi su X, la prima pos-
sibilita non puod accadere e di conseguenza gx, = ¥(xg). Lo stesso
argomento permette di dire che gd(xy) = xg; allora,

gzxg = gt(xg) = x:

¢% ha un punto fisso su X, quindi deve essere l'identita perché per
ipotesi l’azione di G su X e libera per ipotesi. ]

2.3.3 PROPOSIZIONE. Sia S una supetficie di Godeaux con torsione di ordine
quattro; allora S é la risoluzione minimale delle singolarita del quoziente per
un’azione libera di Z4 di una varieta X' C P7, dove X' e lintersezione
completa di due quadriche della forma

2 2 2 2
go = a1X7 1 + a2X5 5 + A3X33 + a1,3X7 3 + 41,23X1,3X2,2+
+ b13y1y3 + bioy1x12 + baysxas,
2 2
g2 = €1,3X1,1X1,3 1 €3,1X1,3X33 + C1,2X] 5 + 23X 3+

+d1yt + dsy3 + dosy1xas + d1oy3x o)

(2.1)

sul cono V'. Inoltre, X' puo avere al piit punti doppi razionali e non interseca
il vertice di V' (cioe, by 3, dq e d3 sono non nulli).

Dimostrazione. Siano D € Pic(S) di ordine quattro e 71: X — S il
rivestimento associato, étale, di Galois, di quarto grado. Per il Lem-
ma 2.1.6 e perché pg(S) = 0, abbiamo

0 peri=0,

h’(S,Ks +iD) = _
1 peri#0;

sia quindi x; una sezione non nulla di h’(S, Ks + iD) per ogni i # 0.
Sempre per il Lemma 2.1.6, otteniamo h’(S, 2Kg + iD) = 2 per ogni i;
a partire dagli x; otteniamo sei sezioni:

x%, x1x3 € H° S,2Ks),
S,2Ks + D),
S,2Ks +2D),

S,2Ks +3D).

X2X3 € HO

x%, x% c H°

~—~ ~ —~

X1X2 € HO



2.3 SUPERFICI CON TORSIONE DI ORDINE 4

Dove ne compaiono due, queste sono linearmente indipendenti:
per esempio, una relazione del tipo ax3 + bx;x3 = 0 implica che il
divisore degli zeri della sezione x3 & uguale a quello della sezione
x1x3; se denotiamo con D; il divisore degli zeri di x;, 2D, = D; + Dj3,
ma allora deve esserci almeno una componente comune tra D; e D, o
tra D3 e D;. Questo per0 € in contraddizione con il Lemma 2.1.7, dato
che D; e numericamente equivalente a K. Si possono quindi scegliere
y1 € HY(S,2Ks + D) e y3 € H’(S,2Ks + 3D) in modo da avere delle
basi per ogni H(2Ks +iD).

Ora, h’ (S,4Ks+iD) = 7 per ogni i; moltiplicando tra loro le sezioni
di grado due otteniamo sette monomi distinti in H’(S, 4K + iD) per
i € {1,3}, mentre ne otteniamo otto per i € {0,2}. Questo significa
che tra i monomi nelle x; e nelle y; sussistono due relazioni di quarto
grado (se si pone degy; = 2). In particolare, scrivendo i monomi in
HY(S,4Ks + iD), le due relazioni risultano del tipo

4 4 4 2.2 2
do = a1X] + ax; + a3xz + a1 3X7X3 + 41,23X1X5X3+
+ b13y1ys + bipy1x1x2 + bozyzxoxs,

3 3 2.2 2.2
2 = C13X1X3 + €3,1X1X3 + C12X]X5 + C23X5X5+

+ dry3 + day3 + do3y1x2%3 + di oy3x1%2.

Consideriamo X: per costruzione, H(X,nKx) & generato dai pull-
back delle sezioni (che chiameremo con gli stessi nomi) di tutti gli
HO(S, nKs + iD) al variare di i in Z,; inoltre, ancora per il Lem-
ma 2.1.7, i pullback di due sezioni linearmente indipendenti su S
non possono avere zeri comuni (e quindi neppure essere dipendenti)
in H°(X, nKx). Gli altri invarianti sono:

K% = 4K2 =4, perché Kx = m*Ks;

x(0x) =4x(0s) =4, per il Lemma v1.3 in [6];

q(X) =0 per il Lemma 2.1.2,

pg(X) =3 da x(O0x) =1—q(X) + pg(X).

Inoltre, X & minimale perché Kx = m*Ks & nef e big.

Consideriamo la mappa bicanonica @pg,|: X --» X' C P7, dove su
P7 denotiamo la coordinata relativa a x;Xj con x; j e con y; quella relati-
va a y;. La mappa bicanonica in realta € un morfismo: il sistema linea-
re |2Kx| non pud avere punti base poiché i pullback delle sezioni di
H(S,2Ks + iD) non hanno zeri comuni. Poiché H°(X,2Kx) contiene
SymZ(HO(X, Kx)), X' & contenuta in V’, il cono di dimensione quattro
sulla superficie di Veronese, e pit1 precisamente nella varieta tagliata
da due quadriche su di essa, dato che le relazioni qg e g scritte sulle
sezioni bicanoniche assumono la forma vista in (2.1). Osserviamo che
nel sostituire prodotti di sezioni canoniche con sezioni bicanoniche
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dobbiamo fare una scelta (almeno di nomenclatura): per esempio, si
puo sostituire xlx%xg, con Xx1pX23 O con Xxi3Xpo. Precisamente, questa
scelta viene dal fatto che due quadriche tagliano la stessa sottovarie-
ta di V' se e solo se differiscono per una combinazione lineare delle
equazioni che definiscono la superficie di Veronese:

0= x20X33 — X33,
0= x10x33 — X13X23,
0= x10Xx23 — X13X2.2,
0=2x11X33 — X3,
0 =x11x23 — X12X13,

2
0= X1,1X22 — x1,2'

In realta, se si considera come spazio ambiente v/, questa non € una
scelta: entrambe le due possibilita si restringono alla stessa sezione
di |Oy/(2)]. In ogni caso, per poter scrivere univocamente questi poli-
nomi, fissiamo un sottospazio lineare W di |Op7(2)|, che sia isomorfo
(tramite la restrizione) a |Oy/(2)]. Proprio perché Sym?(H°(X, Kx)) &
contenuto canonicamente in H’(X,2Ky), se & una mappa definita
canonicamente, ¥* mandera W in sé.

Osserviamo inoltre che X’ non interseca il vertice di V': il vertice
corrisponde all’annullarsi di tutte le sezioni nelle x;, quindi un punto
p € X mandato nel vertice dovrebbe soddisfare x1(p) = x2(p) =
x3(p) = 0 e abbiamo gia mostrato che questo non pud accadere. In
particolare, questo significa che i coefficienti b;3, di e d3 sono non
nulli e che possiamo considerare X’ dentro la desingolarizzazione V,
dato che V e V' sono isomorfe fuori dal vertice.

Rimangono da dimostrare tre cose: che |,k | € birazionale, che X’
ha al piti punti doppi razionali e che I'immagine di ¢k, | € 'interse-
zione completa delle due quadriche su V.

LA MAPPA BICANONICA E BIRAZIONALE. Vogliamo dimostrare che
deg ¢pk,| = 1. Poiché K% =4,

16 = (2Kx)* = deg P|oky| - deg X'

D’altra parte, X’ non puo essere degenere in IP” perché immagi-
ne di una mappa data da un sistema lineare, allora, per il Lem-
ma 1.4 in [5], il suo grado deve essere almeno dimP” — 1 = 6;
rimane quindi una sola possibilita da escludere, cioe che ¢y,
sia una mappa due a uno su una superficie di ottavo grado. Se
per assurdo deg X’ = 8, ancora per il Lemma 1.4 in [5], X' &
rigata, avendo grado minore o uguale a 2dimP7 — 2; inoltre,
dato che X’ & dominata da X, una superficie con irregolarita

nulla, deve valere anche q(X’) = 0, dato che il pullback di una
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1-forma non nulla e ancora una 1-forma non nulla. Per una su-
perficie rigata, l'irregolarita coincide con il genere della curva
base, quindi X’ & razionale. Ma per il Lemma 2.3.2, questo non
puo accadere, dato che abbiamo un’azione libera di Z4 su X.

L'IMMAGINE E INTERSEZIONE COMPLETA delle due quadriche. Di-
mostriamo innanzitutto che le quadriche non hanno una com-
ponente comune. Se per assurdo l’avessero, i polinomi che le
definiscono si spezzerebbero in polinomi lineari di cui uno co-
mune; considerando qo e g2 in C[x11, X33, X23, X13, X12,Y3)[1],
usiamo il fatto che un polinomio & irriducibile in A[t] se e solo
se & primitivo e irriducibile in K[t], dove A & un dominio e K
e il suo campo dei quozienti. Dato che gy & di primo grado ri-
spetto a y1, se go € riducibile allora non deve essere primitivo;
poiché in g il coefficiente di y; € di primo grado, questo deve
dividere il termine noto; in particolare, nel termine noto il solo
coefficiente by 3 pud non annullarsi, cioe

qo = bi13ysy1 + bozysxaz = y3(bisy1 + basxa3).

Ma y3 non puo dividere g, (perché d; # 0), di conseguenza
b13y1 + basxp3 divide g2, ma questo € assurdo perché ds; # 0.

Sappiamo dell’esistenza delle due relazioni quadratiche in IP7,
tuttavia a priori potrebbero esserci altre relazioni in grado pit
alto tra le sezioni pluricanoniche; X’ & intersezione completa
delle due quadriche se e solo se non esistono ulteriori relazioni
oltre le due quadriche e loro combinazioni. Per assurdo, possia-
mo scrivere Qo N Q> NV/ = X' + R, con R una superficie e Q; il
luogo degli zeri di g;. Per il punto precedente, ¢y, | € biraziona-
le a una superficie in IP? di grado 16, ma anche V' N Qy N Q, ha
grado 16 (perché possiamo tagliare con due iperpiani ottenendo
la superficie di Veronese in IP°, di quarto grado, e tagliare ulte-
riormente con due quadriche). Leggendo tutto su V, otteniamo
M-M-(QNQ)=16=M-M-(X'+R),dacuiM-M-R =0.
Non essendo vista dal divisore che da l'immersione in P7, R
deve essere contenuta in B, ma questo non & possibile perché le
quadriche non si intersecano sul vertice di V.

L'IMMAGINE HA AL PIU PUNTI DOPPI RAZIONALI. Per dimostrar-
lo, & sufficiente dire che wx = @pk,|wx'. Consideriamo X’ den-
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tro la desingolarizzazione V, allora per il Teorema 111.7.11 in
[16], dato che X' & intersezione completa in V,

2
wy = wyjx @ N\ (T/7%) = (=3M — L) + (2M) 1y =
= (M - L)‘X/ - (B —|— L)‘X”

dove 7 ¢ il fascio di ideali di X" in V. Inoltre, Bx» = 0 perché X’
non interseca il vertice, quindi wx = Lix. Allora,

wy = €0|*2KX\OX/(1) = 4’\*21<X|(2L)r

TAD — * i *
cioe Kx = q0|2KX‘L = Pk, WX OJ

2.3.4 PROPOSIZIONE. Sia X C P7 un'ipersuperficie con al piit punti doppi
razionali, intersezione completa di due quadriche nel cono V' della forma
vista nell’equazione (2.1) e tali che l'intersezione non interseca il vertice
di V', esia p: Zy — Aut(X) con p; == p(i) un’azione libera; ponendo
G = p(Z4), la risoluzione minimale delle singolarita di R = X/G e una
superficie di Godeaux S con n?lg (S) = Zs.

Dimostrazione. Anche in questa dimostrazione supporremo che X sia
liscia, cioé che R = S.

Per calcolare gli invarianti di X, e conveniente vedere questa su-
perficie immersa in V, che rispetto a V' ha il pregio di essere liscia.
Possiamo farlo dato che per ipotesi X non interseca il vertice di V.
Le quadriche di V' sono linearmente equivalenti a 2M, dato che M &
la sezione iperpiana in V’, quindi per aggiunzione otteniamo

Kx = (Ky +2M+2M)x = (M= L) x = (B+L) x;

inoltre, B x =0, dato che B ¢ la controimmagine del vertice di V’, che
non interseca X. Quindi, Ky = Lix.

Possiamo calcolare gli invarianti di X: 1’autointersezione di Kx & il
numero di punti di X contenuti in una generica fibra della mappa di
proiezione p: V — P2, cioe K% =4,

Per calcolare x(Ox), consideriamo la successione esatta
(22) 0 —>Ix — Oy — Ox — 0,

dove Zx e il fascio di ideali di X; allora x(Ox) = x(Oy) — x(Zx). Peril
Lemma 2.3.1, x(Oy) = x(Op2) = 1; per calcolare x(Zx) consideriamo
un altra successione, data dal fatto che X & intersezione completa di
due quadriche:

(2.3) 0 = Oy (—4M) — Oy(—2M) & Oy (—2M) — Ix — 0.
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Da questa, abbiamo x(Zx) = 2x(Oy(—2M)) — x(Oy(—4M)); usiamo
nuovamente il Teorema di annullamento di Kawamata-Viehweg: poi-
ché il fascio tautologico M & nef e big, h'(V, —kM) = 0 per ogni k > 0
e i < 4. Quindi, grazie alla dualita di Serre e al Lemma 2.3.1, abbiamo

x(Ov(—=2M)) =h*(V,—2M) =h°(V,-M — L) =
=h(IP%,0) =0,

X(Ov(—4M)) = h*(V,—4M) =h(V,M - L) =
=P, £ ® Op(—1)) = 3;

di conseguenza,

x(Ox) = x(Oy) — x(Zx) = 1=2x(Oy(-2M)) + x(Oy(—4M)) =

Sappiamo che pg(X) = x(Ox) —1+q(X) = 3+q(X) > 3; se
dimostriamo che pg(X) < 3, possiamo concludere che pg(X) = 3
e q(X) = 0. Tensorizzando per Oy (L) la successione esatta (2.2),
otteniamo

0—-Zx®0y(L) —» Oy(L) - Kx — 0,

dato che Ljx = Kx. Gli spazi vettoriali che circondano H°(X,Kx)
nella corrispondente successione esatta lunga sono H’(V, Oy (L)) e
HY(V,Zx ® Oy(L)); il primo ha dimensione tre, dato che Oy (L) =
p*Op2(1); per il secondo, consideriamo la successione esatta (2.3) ten-
sorizzata per Oy(L). Se riusciamo a dimostrare 1’annullamento di
HY(V,0p(—2M + L)) e di H(V, Oy(—4M + L)) abbiamo concluso.
Ma, grazie alla dualita di Serre e al Lemma 2.3.1, abbiamo

h'(V,0p(—2M + L)) =h3(V,0p(-M —2L)) =
= h’(P?,0) =
h?(V,0p(—4M + L)) = h3(V, OV(M 2L)) =
= h?*(P?, € @ Op2(-2)) =
=ho(IP%, &Y ® Op2(—1)) = 0.

A questo punto, il quoziente di X tramite G & una superficie liscia S,
perché abbiamo supposto X liscia e ’azione e libera, con le proprieta
seguenti:

= 1/4K%< = 1 e
x(0s) =1/a4x(Ox) =1,  peril Lemma v1.3 in [6];
q(S) =0, perché q(X) =0;

pg(S) =0, da x(0s) =1 —q(X) + pg(X);
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inoltre Kg e nef, perché lo ¢ Kx e Ks - C = Kx - m*C (dove t: X — S
e la proiezione), e S &€ minimale, perché Kg & nef e una (—1)-curva
avrebbe intersezione con Kg pari a —1.

Quindi S e una superficie di Godeaux; ammettendo un rivestimen-
to étale, di Galois, di ordine quattro, nilg (S) contiene un sottogruppo
di quattro elementi; per il Teorema 2.1.4, ﬂilg(S) ha meno di sei ele-
menti e quindi puo essere solo Z4 0 Z, X Z,, e quest’ultimo caso &
stato escluso con il Teorema 2.1.8. O

Sia S una superficie di Godeaux con 77 ¥(S) = Z,; per le propo-
sizioni appena dimostrate, il rivestimento relativo a un divisore di
ordine quattro & una risoluzione delle singolarita, tramite la mappa
bicanonica, dell'intersezione completa di due quadriche in IP” con V’,
non intersecante il vertice del cono.

Osserviamo che possiamo considerare i termini d; 3y1x2,3 € d12/3X1,2
come i doppi prodotti relativi ai quadrati dei binomi y; + 1/2d,3x23 €
Y3 + 1/2012x1 2; scegliendo y; in tal modo, si possono subito eliminare
due monomi dall’equazione g5.

Per costruzione, su X agisce Z4 con l'azione p: Z4 — Aut(X) con
pi = p(i), ma per la Proposizione 1.2.1, p si estende a un’azione su
IP7, lo spazio ambiente dell'immagine bicanonica di X. In realta, Z,
agisce su ogni spazio vettoriale H° (X,nKx), com’e facile vedere dalla
dimostrazione della stessa proposizione. Dato che Z4 & un gruppo
abeliano, HO(X, nKx) si decompone in sottospazi di dimensione uni-
taria come rappresentazione di Z4, cioé come somma diretta di copie
delle rappresentazioni Z; per i € Z4, dove Z; ¢ la rappresentazione su
cui 1 € Z, agisce come la moltiplicazione per &, dove ¢ & una fissata
radice quarta primitiva dell’unita.

In realta, la suddivisione in sottorappresentazioni irriducibili pro-
viene da S: se x € H(S,nKs + iD) (dove D @ un fissato divisore che
genera la torsione di S), allora il pullback di x genera una rappresen-
tazione di dimensione unitaria isomorfa a Z;, per come & costruito il
rivestimento relativo a D. Ciog, (x;) & isomorfa come Z4-modulo a Z;,
peri € {1,2,3} e allo stesso modo agisce come Z; su y; per i € {1,3}.

Ma allora,
i i3 J1 03 P10 ziy+2iy+3i3+j1+3]3 , i1 i3, 1. J3
x1x2x3y1y =G X1 x X3 Y1 Y3 -

Questa caratterizzazione permette di fissare 'azione p su IP”: 'auto-
morfismo p; sara rappresentato sulla base

(X1,1, X2,2,%X33,%23,%1,3,%X1,2, Y1, y3)
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dalla matrice diag(¢?,1,¢2,¢,1,¢3,¢,&%). Dato che p induce in partico-
lare un’azione su HO(X, Kx), & determinata anche l'azione su

Sym?(H°(X, Kx)) € H%(X,2Kx):

in altre parole, ogni p; fissa V'.

Fissata I’azione, cerchiamo le condizioni che i coefficienti delle qua-
driche g9 e go devono soddisfare per poter usare la Proposizione 2.3.4.
In particolare, le quadriche devono essere tali da non intersecarsi sul
vertice del cono V' e 1’azione p deve essere libera ristretta all’interse-
zione V' N Qo N Q>.

I punti fissi per l'azione p su IP” sono tutti e soli i punti fissi del-
l'automorfismo p (se x & fisso per p; 0 p3, lo € anche per p;); quindi
i punti fissi sono i proiettivizzati degli autospazi per p,, cioe

(X110, %202, %33,%13) = (X120 = X23 =y1 = y3 =0),

<x1,2, x2,3,y1,y3> = (x1,1 =X22 = X33 = X13 = 0)~

Dato che X C V/, interessano solamente i punti fissi contenuti nel
cono sulla Veronese; il primo autospazio intersecato con V' daidue
spazi (xy = x3 =y1 = y3 = 0) e (x2 = y1 = y3 = 0), cioe il punto
coordinato relativo alla variabile x;, e la conica che si ottiene interse-
cando V' con il piano generato in P” dai punti coordinati relativi a
X11, X33 € x13; il secondo autospazio intersecato con V'’ da lo spazio
(x1 = x2 = x3 = 0), cioe la retta generata dai punti coordinati relativi
a 11 e y3 (il vertice del cono).

Le quadriche non possono intersecarsi in uno di questi punti fissi
su V'. Notiamo perd che, qualsiasi siano i suoi coefficienti, Qp con-
tiene i punti coordinati y; e y3 (dato che non contiene i monomi y?),
quindi i coefficienti d; e d3 devono essere non nulli. Allo stesso modo,
Q> passa in ogni caso per i punti coordinati x;;, percio i coefficienti
a1, az e az devono essere non nulli. Inoltre, se by 3 = 0, Qp contiene il
vertice di V/, ma g, ristretta al vertice di V' diventa d1y% + dgy%, che
ha almeno una soluzione. Quindi a meno di riscalare le sezioni x1, X2,
X3, Y1, Y3, Sl pud assumere

tllzaz:llg,:bllg,:dl:dg:l.

2.3.5 TEOREMA. Tutte le superfici di Godeaux con torsione isomorfa a Z4
si ottengono come risoluzione minimale delle singolarita del quoziente per
V'azione p di Z4 definita da p1 := diag(¢?,1,82,&,1,8%,&,&%) dell'interse-
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zione X con il cono V' di dimensione quattro sulla superficie di Veronese di
due quadriche definite dai polinomi

2 2 2 2
qo = X711 + X3 + X33+ a13X7 3 + 41,23X13X22+

+y1y3 + bipy1x12 + bosyzxo3

g2 = C1,3X1,1X1,3 + €3,1X1,3X33+

2 2 2, .2
+ 012X +C23X03 + Y1 T V3

e tali che X abbia come singolarita al piti punti doppi razionali.

Come per le superfici con torsione di ordine cinque, equazioni
diverse potrebbero dare superfici di Godeaux isomorfe.

2.3.6 TEOREMA. Lo spazio dei moduli My delle superfici di Godeaux con
gruppo fondamentale isomorfo a Z4 @ il quoziente di un aperto My C AS
per lazione di un sottogruppo finito T < P GL(7), generato dalle matrici
diag(&2,1,¢2,8,1,83,8,8%) e My, dove M, ¢ la matrice di permutazione
relativa a 0 := (1,3)(4,6)(7,8).

Dimostrazione. Prendiamo come 9y lo spazio dei coefficienti di qg e
g> che danno un’intersezione con singolarita non peggiori di punti
doppi razionali; questi formano un aperto ﬁu di A8, non vuoto: un
esempio di equazioni che danno una superficie liscia in P7 &

2 2 2
qJo = X171 + X320 + X33+ Y1Y3,

2, .2
g2 = X11X1,3 + X1,3X33 + Y1 + Y3,

dato che la matrice delle derivate ha rango minore di due solo sul
punto coordinato relativo a x2, e su un punto nel vertice.

Sia ¢: S; — Sy un isomorfismo tra due superfici di Godeaux con
torsione isomorfa a Z4, provenienti dalle superfici

X1 =V'NQi,oN Q1o
Xo=V'"NQaNQap

in IP’; per la Proposizione 1.3.2 (la condizione su i, & soddisfatta
perché i rivestimenti sono definiti in maniera intrinseca, essendo rela-
tivi a tutto il sottogruppo di torsione delle superfici di Godeaux), ¢
proviene da un isomorfismo ¢: X; — X, che passa al quoziente. As-
sumendo ancora che X; e, di conseguenza, X, siano lisce, ¢ si estende
a un automorfismo di IP” e pili in generale a un isomorfismo di ogni
H%(X;,nKx,) con H(X,, 1Ky, ).
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A questo punto, il passaggio al quoziente non dipende dalle equa-
zioni delle quadriche che definiscono X; e X5, dato che 'azione é fis-
sata. Se ¢ e compatibile con p, per la Proposizione 1.3.3 deve esistere
h € Zj} tale che p,¢ = @p1.

I punti fissi di p in V' sono costituiti da un punto isolato, il pun-
to coordinato relativo a xp, una retta, (y1,y3) (il vertice di V') e
una conica, tagliata su V' da (x11,x13,%33). Se ¢ passa al quozien-
te, deve mandare punti fissi in punti fissi; inoltre, & un automor-
fismo di P7 che fissa V' (dato che induce anche un isomorfismo
Sym?(H°(X1,Kx,)) — Sym?(H°(X,,Kx,))) quindi deve mandare il
punto relativo a x;, in sé e cosi (y1,y3) e (x11,x13,X33). In particola-
re, a meno di prendere un multiplo della matrice che rappresenta ¢,
possiamo assumere ¢(x2) = x2, @(v;i) € (y1,y3), ¢(x;) € (x1,x3) per
i€ {1,3}.

Draltra parte, se s € un autovettore per p; di autovalore &, allora
on9(s) = @p1(s) = & p(s), ciod ¢(s) & un autovettore per p;, di autova-
lore &. Cioe, se h =1, ¢ deve fissare il pullback di HO(Sl, nKs, +iD),
mentre se & = 3 deve scambiare il pullback di H(S;,nKs, + D) con
quello di H°(S;,nKs, + 3D).

Combinando queste considerazioni, riusciamo a scrivere ¢ come
permutazione di una matrice diagonale.

sE h =1, ¢(x;) deve essere una sezione di H’(X;,Kx,) provenien-
te da HO(Sl,KS1 + D), cioe ¢(x1) = Ajxy; allo stesso modo,
¢(x3) = Asxs. Infine, ¢(y1) € (y1,y3), ma y3 & una sezione
di HY(S,2Ks, + 3D), percid ¢(y1) = p1y; e allo stesso modo
¢(y3) = psys; ¢ quindi e della forma

dlag(/\%/ 1/ /\%/ )\3/ Al/\3/ /\1/ Ui, ;’l3>

sE h =3, ¢(x;) deve essere una sezione di H’(X;,Kx,) provenien-
te da HO(Sl,KS1 +3D), cioe ¢(x1) = Asxs; allo stesso modo,
@(x3) = Ax1. Infine, ¢(y1) € (y1,y3), may; € H(S1,2Ks, + D),
percid ¢(y1) = uzys e allo stesso modo ¢(y3) = u1y1; ¢ quindi
e della forma

dlag()\%/ 1/ /\%/ )\3/ )\1/\3/ )\1/ ,ul/ l’l?))M(T/

dove M, & la matrice relativa a ¢ = (1,3)(4,6)(7,8) (ciog, la
permutazione che scambia gli autospazi relativi a ¢ con quelli
relativi a &3, cioé scambia x1 con x3 e Y1 con y3).

Sia che ' = 1 0 = 3, ¢ manda H"(Sy,4Ks,) in H°(S,,4Ks,) e cosi
H(S;,4Ks, + 2D); questo significa che ¢(Qqx N V') = Qux NV’ per
k € {0,2}. In particolare, se assumiamo che le forme delle equazioni
delle quadriche siano quelle dell’enunciato del Teorema 2.3.5, ottenia-
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mo da ¢(Q10NV’') = Qa0N V' le relazioni AT = A = s = 1,
mentre da ¢(Q12 N V') = Qu2 NV’ la relazione u = u3: tutti i coef-
ficienti non nulli della matrice di ¢ sono radici quarte dell’unita; in
particolare, le possibili ¢ sono in numero finito. O



AUTOMORFISMI DELLE SUPERFICI CON
TORSIONE DI ORDINE 5

Nel capitolo precedente (Teorema 2.1.4 e Teorema 2.1.8) abbiamo vi-
sto come una superficie di Godeaux abbia gruppo fondamentale alge-
brico isomorfo a uno tra {0}, Z,, Z3, Z4 0 Zs, e come, a parita di altre
condizioni, le superfici con gruppo fondamentale algebrico piti gran-
de siano piu facili da studiare. In questo capitolo quindi studieremo
il numero di automorfismi delle superfici di Godeaux pit facili secon-
do questa regola empirica, quelle con gruppo fondamentale algebrico
isomorfo a Zs.

Inizieremo da un esempio, che delineera la strategia da seguire per
poi effettuare il calcolo in generale. Questo esempio non & altro che
l'originale superficie studiata da Godeaux nei primi anni Trenta (i cui
risultati sono raccolti in [13]): la superficie ottenuta quozientando la
quintica liscia di IP® definita dall’equazione x5 + x5 + x3 + x; = 0 per
'azione fissata vista nel capitolo precedente; questa superficie verra
chiamata superficie di Godeaux classica. Dopo aver calcolato il numero
di automorfismi in questo caso particolare, mostreremo che in quel-
lo generico una superficie di Godeaux con torsione isomorfa a Zs
non ha automorfismi non banali. Infine, estendendo i risultati trova-
ti nel caso generico, classificheremo le superfici con un determinato
numero di automorfismi e suddivideremo lo spazio dei moduli M5
delle superfici di Godeaux con torsione isomorfa a Z5 a seconda del
numero di automorfismi.

3.1 LA SUPERFICIE DI GODEAUX CLASSICA

In questa sezione, X C IP3 sara la superficie determinata dall’equazio-
ne

N4+ +x3+x =0

Osserviamo subito che X e liscia, dato che le derivate parziali non si
annullano mai contemporaneamente.
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Come nel capitolo precedente, fissiamo una radice quinta dell'unita
primitiva, ¢, e 'azione p: Zs — Aut(IP?) definita da

p1 = diag(¢, &, 63154)-

Allora, se G = p(Zs), S = X/G & una superficie di Godeaux con
ﬂilg(S) & Zs, che chiameremo superficie di Godeaux classica.

Dal Corollario 1.3.4, il gruppo degli automorfismi di S & isomorfo
al quoziente di Nay(x)(G) per G. Inoltre, nella dimostrazione del
Teorema 2.2.4 avevamo calcolato Nyp3)(G) e osservato che ¢ €
Naut(x) (G) se e solo se ¢ € Npyps) (G) e ¢ fissa X.

3.1.1 NOTAZIONE. Ricordiamo che un automorfismo in Ny (x)(G) era
la restrizione di un automorfismo di P?® descritto da una matrice
che e permutazione di una matrice diagonale; avevamo chiamato le
possibili permutazioni

1:=1d,
2:=(2,1,3,4),
3:=(1,2,4,3),
4:=(1,4)(3,2);

Se ¢ & un automorfismo di IP® descritto dalla permutazione secondo
1 di una matrice diagonale, cioe ¢ = diag(ai, a2, a3, a4) M;, dove M; &
la matrice associata alla permutazione &, diremo che ¢ ha tipo h. Se S
€ una superficie di Godeaux con torsione isomorfa a Zs, denoteremo
I'insieme degli automorfismi di S che provengono da automorfismi di
tipo h con Autg(S). Ricordiamo che gli automorfismi di tipo  sono i
¢ che soddisfano p,¢ = @p;.

Dobbiamo quindi determinare gli elementi di N s(p3)(G) che man-
dano X in sé; fissare X a priori equivale a trasformare il polinomio
che definisce X in un suo multiplo, ma dato che gli automorfismi
di IP? sono definiti da matrici a meno di una costante moltiplicativa,
all'interno della classe di matrici che definisce un automorfismo che
fissa X esiste almeno una matrice che fissa anche l'equazione di X.
Dato che avevamo visto che N ps)(G) & costituito da 57 - 4 = 500
automorfismi che sono permutazioni di matrici diagonali con radici
quinte dell’unita sulla diagonale, e facile osservare che tutti gli au-
tomorfismi di N ps)(G) fissano X. In definitiva, S ha 500/5 = 100
automorfismi, 25 per ogni tipo.

3.2 IL CASO GENERALE

Nel capitolo precedente (Teorema 2.2.4) abbiamo visto che lo spazio
dei moduli delle superfici di Godeaux con gruppo fondamentale al-
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gebrico isomorfo a Zs & il quoziente dell’aperto M5 di AS tramite un
gruppo finito. In questa identificazione, il punto (by,...,bs,c1,...,c4)
corrisponde alla superficie S ottenuta quozientando la quintica X di
IP? definita dal polinomio

f=x 3+ 3+t
+ b1xox3xy + baxixaxy + bax1 X235 + byxyx3x3+

2. .2 2.2 2.2 2, .2
+ C1X5X3X5 + CoX1X5Xy + C3XTX5X4 + C4XTX2 X5

tramite la stessa azione p usata nell’esempio visto prima, che abbiamo
dimostrato agire anche su questa nuova X senza punti fissi.

Il nostro scopo ora ¢ il seguente: da un lato, calcolare il numero di
automorfismi di una superficie corrispondente a un punto (bj, ¢;) ;4
di ﬁ5 ; dall’altro, determinare le sottovarieta di ﬁg, e di M5 costituite
dalle superfici che ammettono un certo numero di automorfismi.

Sia S una superficie di Godeaux con torsione isomorfa a Zs cor-
rispondente al punto (b;,¢;)q <y di M5 e sia X il suo rivestimento
universale, cioe la quintica di IP? che ha come coefficienti i by eic;.
Ancora sfruttiamo il fatto che la condizione per cui un automorfismo
di IP3 che fissa X passa al quoziente & indipendente da X; questo im-
plica che Aut(S) e in corrispondenza biunivoca con un sottogruppo
dei 100 automorfismi della superficie di Godeaux classica; la condi-
zione aggiuntiva € quella di mandare X in sé (nel caso della superficie
di Godeaux classica, era una condizione vuota). Calcoliamo ora, tipo
per tipo, quali dei 500 automorfismi di P> che passano al quoziente
fissano X, prima supponendo che i coefficienti b; e ¢; siano tutti non
nulli e poi estendendo il risultato agli altri casi.

3.2.1 NOTAZIONE. Se bibj’l e una radice quinta dell’unita, ¢*, denotere-

mo l’esponente & con n; j; allo stesso modo, se cicj’1 = ¢P, denoteremo
p con m; ;. Inoltre, ogni equazione modulare nel resto di questo capi-
tolo sara da intendersi modulo 5. Nelle tabelle di questo capitolo, V
indichera la sottovarieta di 95 costituita dalle superfici che hanno
quello specifico numero o gruppo di automorfismi, con componenti
irriducibili \71 In generale, chiameremo ogni sottovarieta di ﬁ5 con
una lettera sormontata da una tilde e la corrispondente varieta quo-
ziente in M5 con la stessa lettera senza tilde. Una sottovarieta V di
ﬁg; ¢ l'intersezione di una sottovarieta di A8, che chiameremo ancora
V, con 'aperto di A® che contiene le superfici di Godeaux.

Effettueremo il calcolo per ogni punto di A%; dovremo quindi appu-
rare che le sottovarieta che troveremo intersechino effettivamente 1'a-
perto delle superfici di Godeaux in A8, cioe che una volta considerate
in 517?5 siano non vuote.
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Tabella 1: Automorfismi di tipo 1
VCMs Autg(S) |Auty(S)| dimV |{V;}|

O V£: 25 0 1
H\O Zs 5 2 4
Mms\H  {I1d} 1 8 1

3.3 AUTOMORFISMI DI TIPO 1

Se @ @ rappresentato dalla matrice diag(1, %2, &3, &4) My, cioé da una
pp g 1
matrice diagonale, ¢ manda X := (b;, ¢;);<;4 in
X = (blglz+313+l4l b2§13+l4, b3§lz+314, b4§3’2+’3,
C1€212+13+214, C2(§213 —0—214, C3€212 +14, C4CZZ+213)

4

supponendo inizialmente tutti i coefficienti non nulli, X’ = X se e
solo se e soddisfatto il sistema

ir+3i3+i3=0, 2ir+i3+2i4 =0,

(3.1) i3+ =0, 2i3+2is =0, N i3 = 2ip,
3 Y i 430, =0, iy +is =0, i\ = 3in.
3i +i3 =0, i +2i3 =0,

Quindi abbiamo due condizioni, che permettono cinque automorfi-
smi di tipo 1 della forma diag(1, &%, 22, §3i2)MT, che scendono a un
unico automorfismo di S, I'identita (infatti i cinque automorfismi non
sono altro che i pj).

Se qualcuno dei coefficienti € nullo, semplicemente la corrisponden-
te equazione non e presente nel sistema. Osserviamo che I'equazione
relativa a b; dipende solo da quella relativa a c; e viceversa; per questo
motivi, ci sono due condizioni se e solo se esistono due indici diversi
iejtalicheb; #0o0¢c; #0eb; # 0o c; #0; c’¢ una sola condizione
se e solo se esiste un solo indice i con b; # 0 o ¢; # 0 mentre gli
altri coefficienti sono nulli; non ci sono condizioni se e solo se tutti
gli indici sono nulli.

Riassumendo, otteniamo la tabella 1, dove ﬁi e il piano definito da
bij=0=cjperognij#ie H := U H;, mentre O & costituito dal
solo punto che rappresenta la superficie di Godeaux classica. E facile
vedere che i piani H; vengono identificati in 915, dato che le permuta-
zioni corrispondenti al sottogruppo Z4 agiscono transitivamente sulle
coordinate.
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3.4 AUTOMORFISMI DI TIPO 4
Se ¢ @ rappresentato dalla matrice diag(1,¢",&%,¢%)Mgz, ¢ manda
X = (i, Ci)1<icq In
X/ — (b4§312+13, b3§12+314’ b2§l3+14, bl 6124—313—&-14,
ir+2i 2ip+i 2i3+2i 2ip-+iz+2i
C4€2 3,C3€ 2 4,C2€ 3 4,C1€ 2713 4)

4

supponendo inizialmente tutti i coefficienti non nulli, X' = X se e

solo se b1b4_1, b3b, L clcf, c3cy 1 sono radici quinte dell’unita ed e
soddisfatto il sistema

N4 = 3iy + i3, my4 = in + 2i3,
(3.2) —n3p = ip + 3iy, —m3n = 2ip + iy, o

N3 = i3 + ig, m3p = 2i3 + 2iy,

—Ny4 =i+ 3i3+1y, —Mmyy = 2ip + i3+ 2y,
n3p = 2114,

&y M4 = 21’[1[4, VAN
map = 4114

i3 = 2ip + n1,4,
i4 = 3i2 + ni4

(dei due sistemi risultanti, il primo da condizioni sui coefficienti,
mentre il secondo sulle entrate della matrice di ¢). Se i coefficienti
soddisfano il primo sistema, abbiamo cinque automorfismi di tipo 4,
della forma diag(1, &2, g¥2ms, g3%27Mm4) My altrimenti, non abbiamo
automorfismi di tipo 4.

Se qualcuno dei coefficienti € nullo, osserviamo subito che una con-
dizione necessaria perché vi siano automorfismi di tipo 4 & che per
ogni coppia (by,bs), (b3, b2), (c1,c¢4), (c3,¢2), i due elementi siano en-
trambi nulli o entrambi non nulli, e in questo caso il loro quoziente
sia una radice quinta dell’unita. Come nel caso precedente, I’equazio-
ne relativa a b; € dipendente solo da quella relativa a c; e viceversa.
Rispetto a prima perd non puo risultare solo una condizione: infatti,
c’@ una sola condizione se e solo se c’e solo un coefficiente non nullo
traib; o traic;; ma per avere automorfismi una condizione necessaria
e I'annullarsi a coppie dei coefficienti. Quindi abbiamo tre casi: nes-
sun automorfismo se i coefficienti non soddisfano il primo sistema,
due condizioni e cinque automorfismi se i coefficienti soddisfano il
primo sistema e ce n’e almeno uno non nullo, nessuna condizione e
125 automorfismi se tutti i coefficienti sono nulli.

Andiamo ora a determinare le sottovarieta di 95 corrispondenti a
queste possibilita. La condizione perché ci siano automorfismi e che
per ognuna delle coppie (b1, bs), (b3,b2), (c1,¢4), (c3,¢2), gli elementi
della coppia o si annullino entrambi o siano radici quinte dell’unita
in relazione tra loro come determinato dal primo sistema risultante
nell’equazione (3.2). Ma dato che le quattro incognite di quel sistema
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Tabella 2: Automorfismi di tipo 4
V C M |Autg(S)| dim V ‘{‘71}}

O 25 0 1
Q\O 1 4 5
9ﬁ5\Q 0 8 1

sono determinate una volta scelto il valore per una di loro, le sottova-
rieta che si ottengono quando c’é¢ almeno un coefficiente nullo sono
nella chiusura di quelle che si ottengono quando tutti i coefficienti
sono non nulli. Queste sono determinate dai sistemi

by = &by, 1 = &ey,
(3.3){1 G'by 1=2_C%cq

by = &by, 3= ey

al variare di i € Zs. Questi sistemi definiscono cinque sottovarieta
lineari di M5 di dimensione 4, che chiameremo Q;. Ora, osserviamo
fiicilmente che Q; viene mandata in Q; da diag(1,1,1, &=1), quindi i
Q; vengono identificati in 9Ms. Riassumendo, otteniamo la tabella 2,

NN
dove Q = Ut Q.
3.5 AUTOMORFISMI DI TIPO 2

e ¢ & rappresentato dalla matrice diag(1,¢&?,¢",¢#)Ms, ¢ manda
= (b Ci)1<i<qy I

X/ _ (b2€i3+i4’ b4§3i2+i3, bl €i2+3i3+i4’ b3€i2+3i4
C2€2i3+2i4, C4(§i2+2i3, 1 52i2+i3 —0—21'4, C3€2i2 +iy4 );

supponendo inizialmente tutti i coefficienti non nulli, X’ = X se e
solo se blbgl, bzbgl, b3b1’1, b4b§1, clcz’l, czcgl, C3cf1, C4C§1 sono radici
quinte dell’unita ed & soddisfatto il sistema

nyp =13 + iy, myp = 2i3 + 21y,

( ) Moy = 3iy + i3, Mp4 = in + 2i3,

3V N a1 = in £ 3isHis, iy = 2ix+ i3 + 2iy,
Nny3 = in + 3iy, My3 = 2ip + iy,

Nip = Np4 +My3, Mip = 2Np4 + 2mMy3,
< (N3 =3np4+my3, Mps = 2Ny, A
n43 = 3My3, Mz = Np4 + 2mMy3

A i3 = 2i2 + TZ2/4,
iy = 3ip + myg3.
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Tabella 3: Automorfismi di tipo 2
VCMs |Auty(S)] dimV [{V;}]

O 25 0 1
P\O 1 2 25
M5 \ P 0 8 1

Se i coefficienti soddisfano il primo sistema, abbiamo cinque automor-
fismi di tipo 2, della forma diag (1, &2, ¢22+724, F3i2+maz )M5; altrimenti,
non abbiamo automorfismi di tipo 2.

Se qualcuno dei coefficienti € nullo, una condizione necessaria per-
ché vi siano automorfismi di tipo 2 & che per ogni coppia (b1,b2),
(bp,bg), (b3,b1), (ba,b3), (c1,c2), (c2,¢4), (c3,¢1), (c4,c3), i due elemen-
ti siano entrambi nulli o entrambi non nulli, e in questo caso il loro
quoziente sia una radice quinta dell’unita; in particolare, una condi-
zione necessaria & che i b; siano tutti nulli o tutti non nulli e cosi i
¢;. Come per gli automorfismi di tipo 4, non puo risultare solo una
condizione, perché questo significherebbe che tra i b; o tra i ¢; dovreb-
be esserci esattamente un coefficiente non nullo. Quindi abbiamo gli
stessi tre casi: nessun automorfismo se i coefficienti non soddisfano il
primo sistema, due condizioni e cinque automorfismi se i coefficienti
soddisfano il primo sistema e ce n’é almeno uno non nullo, nessuna
condizione e 125 automorfismi se tutti i coefficienti sono nulli.

Dobbiamo determinare le sottovarieta di i)Aﬁ5 corrispondenti a que-
ste possibilita. Come per gli automorfismi di tipo 4, le sottovarieta che
otteniamo quando c’é¢ almeno un coefficiente nullo sono nella chiusu-
ra di quelle che otteniamo quando tutti i coefficienti sono non nulli.
Queste ultime sono determinate dai sistemi

by =¢Mby, o1 = &H g,
by = ¢'by, 0 = &%y,

35 4 by = 47y, o5 = git2icy,
by =&%bs, 4 =cs

al variare di i,j € Zs. Questi sistemi definiscono 25 sottovarieta li-
neari di dimensione 2, che chiameremo 131 i~ Notiamo che 15; j viene
mandato in Ps; da diag(1, &+, 1, &—5-2++2)) ciog, i 25 piani ven-
gono identificati in Mis. Inoltre, D, J e contenuto in Q21+] Otteniamo
quindi la tabella 3, dove P = iczs Dij-

Per motivi algebrici, la descrizione degli automorfismi di tipo 3 & la
stessa di quelli di tipo 2: infatti, se ¢ & un automorfismo di tipo 2, ¢!
& un automorfismo di tipo 3 e viceversa, quindi i due insiemi Auts(S)
e Autz(S) sono in corrispondenza biunivoca sopra ogni punto di M.
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Tabella 4: Automorfismi delle superfici con nilg =Zs

Aut(S)  V CMs dimV  [{Vi}| |V}
7ix 74y O 0 1 1
Zs H\O 2 4 1
Z, P\O 2 25 1
Z, Q\P 4 5 1
{1d} Ms \(HU Q) 8 1 1

3.6 CONCLUSIONE

Abbiamo visto che la superficie di Godeaux generica con niﬂg =7Zs
non ha automorfismi non banali; ci sono pero alcuni casi speciali che
accadono in quattro sottovarieta unirazionali di 95: un punto, due
sottovarieta di dimensione due e una di dimensione quattro.

* La prima sottovarieta & I'immagine O dell’origine di A8 in Ms,
la superficie di Godeaux classica, con 100 automorfismi in un
gruppo isomorfo a Z2 x Z,.

e La seconda ¢ H \ O; le superfici che contiene hanno solo cin-
que automorfismi di tipo 1 e il gruppo degli automorfismi &
ovviamente isomorfo a Zs.

e Laterzae P\ O; le superfici che contiene hanno un automortfi-
smo per tipo, per un totale di quattro isomorfismi che formano
un gruppo isomorfo a Z.

e La quarta e Q\ P; le superfici che contiene hanno un automorfi-
smo di tipo 1 e uno di tipo 4, che formano un gruppo isomorfo
a Zz.

Tutte queste sottovarieta sono non nulle anche considerate in Ms:
infatti, abbiamo gia visto che l'origine di A® corrisponde alla superfi-
cie di Godeaux classica, da cui O C Mis; le chiusure delle altre sotto-
varieta contengono O, quindi la loro intersezione con Mis & un aperto
non vuoto.



AUTOMORFISMI DELLE SUPERFICI CON
TORSIONE DI ORDINE 4

Proseguiamo il nostro studio calcolando il gruppo degli automorfi-
smi delle superfici di Godeaux con gruppo fondamentale algebrico
isomorfo a Z,. Il procedimento che seguiremo sara analogo a quel-
lo del capitolo precedente: effettueremo il calcolo per il rivestimento
della superficie, di cui sappiamo dare un modello immerso bicano-
nicamente; per ottenere il gruppo di automorfismi sara sufficiente
quozientare per il gruppo di automorfismi immagine dell’azione sul
rivestimento.

4.1 PRELIMINARI

Dal Teorema 2.3.6 sappiamo che lo spazio dei moduli delle superfici
di Godeaux con gruppo fondamentale isomorfo a Z,4 & costituito dal
quoziente per un gruppo finito di un aperto 94 di A%; il punto

(a13,8123, 012, 023,¢13,€31,C1,2,C23) € My

corrisponde alla superficie di Godeaux S ottenuta risolvendo le singo-
larita del quoziente dell’intersezione del cono V' di dimensione quat-
tro sulla superficie di Veronese con le due quadriche definite dalle
equazioni

2 2 2 2
qo = X711 + X0 + X33+ a1,3X73 + 41,23X1,3X22F

+ y1y3 + bioy1x12 + bo3ysxo3

2 = €13X1,1X1,3 + €3,1X13X33+

2 2 2 2
T C12X75 +€23X33 T Y1 T Y3,
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dove il quoziente é relativo all’azione p: Z, — Aut(X) con p; := p(i),
definita da

o1 = diag(¢%,1,8%,¢°,1,8,8,8°).

4.1.1 NOTAZIONE. Come per le superfici con torsione di ordine cinque,
diremo che un automorfismo ¢: S — S ha tipo h € Z} se ppp = ¢p1
(confronta il Corollario 1.3.4); chiameremo Aut;(S) l'insieme degli
automorfismi di S di tipo h. Se i e j sono due incognite a valori in Z4
di cui sappiamo solo che hanno la stessa parita, scriveremo j =i + ¢
(dove intendiamo che & pud assumere i valori 0 o 2); se n & pari,
scrivendo 7/2 indichiamo che sono valide entrambe le possibilita (cioe,
sen=0 (4),7/2 € {0,2}, mentre se n =2 (4), n/2 € {1,3}). Tutte le
congruenze di questo capitolo sono da intendersi modulo 4.

Nella dimostrazione del Teorema 2.3.6 abbiamo visto come, indi-
pendentemente dalle quadriche che definiscono X, un automorfismo
¢: X — X sia rappresentato dalla matrice

dlag()\%’ 1’ )\%I /\3/ Al)\?)/ )\lr Ui, ]/13)1

oppure dalla permutazione della stessa matrice tramite la permuta-
zione 0 = (1,3)(4,6)(7,8) (ciog, si stanno trasponendo le sezioni x;
e y; rispettivamente con le sezioni x3 e y3). Gli automorfismi della
prima forma sono quelli di tipo 1, mentre quelli della seconda forma
sono quelli di tipo 3.

Avevamo inoltre visto che, sempre indipendentemente dalle par-
ticolari quadriche, i coefficienti Ay, A3, y1 e pz sono radici quarte
dell’unita, con 3 = py 1. Scriveremo

A= ¢, A3 = &5,
1= le, Us = (?_jl-

A seconda delle particolari quadriche, ci saranno altre condizioni su
questi coefficienti.

Dato che abbiamo imposto (vedi Teorema 2.3.6) che ¢(x2) venga
mandato in x, con coefficiente unitario, ¢ deve mandare I’'equazione
go = 0 in sé, visto che si deve preservare il coefficiente di x;,; invece,
puo mandare il polinomio g, in un suo multiplo, diciamo, #4>.

4.2 AUTOMORFISMI DI TIPO T

Sia S la superficie di Godeaux con torsione di ordine quattro relativa
al punto

(a13,a123, 012,023,713, 731, 71,2, 723) € M4,



4.2 AUTOMORFISMI DI TIPO T

e sia X il rivestimento di S relativo alla sua torsione. Cerchiamo gli
automorfismi ¢ di X rappresentati da una matrice diagonale della
forma

diag (g1, 1,&%5, &b, ghth, gh gh ¢,

¢ manda X nel rivestimento della superficie S’ corrispondente al
punto

(a1,3EH17205 gy 5 3@HD g o @1 by 3EBTH,

18R, 0311, 0 pEH, 0o 3EHR)

e vogliamo che questo punto coincida con quello di S, cioe che le
quadriche taglino su V' la stessa superficie X. Dato che in g, compare,
per esempio, il monomio y?2, possiamo dire che 5 = ¢%1.

Supponiamo innanzitutto che i coefficienti delle quadriche siano
tutti non nulli; il sistema risultante &

201 +2i3=0, i3—1i1 = 2jl/

ih+i3=0, h—i3= Zj]/ i1 = _jll
i1+j1 =0, 211 = 2jy, i3 = J1.
i3 _jl = 0, 213 = 2j],

Quindi se tutti i coefficienti sono non nulli, abbiamo solo quattro
automorfismi:

diag<é2jl, 1; CZh, le/ 1/ C*j][ 6]'1/ Cijl) = p]l/

passando al quoziente, Aut;(S) = {Id}.

Viceversa, se tutti i coefficienti sono nulli, non ci sono condizioni
su i1, i3 e j; e otteniamo un gruppo di automorfismi di X isomorfo a
Z4 x Zy x Zy; di conseguenza, Aut;(S) = Zy X Zy.

Nei casi intermedi, possiamo avere gruppi di automorfismi di X
isomorfi a Zy X Zy X Zy, Zy X Z4 0 Zy X Zo; per discernere le varie
casistiche, usiamo il codice a pagina 53; il risultato & il seguente.

Aut;(X) HA 64 ELEMENTI se e solo se tutti i coefficienti si annulla-
no, cioe nell’origine O.

Aut;(X) HA 32 ELEMENTI se e solo se X € in una di queste tre sot-
tovarieta di 9%y:

e T, definita dall’annullarsi di tutti i coefficienti tranne ai3;
I'unica condizione ¢ i3 = i; + ¢ e quindi gli automorfismi
sono della forma

diag(CZilr 1, §2i1/ gi]-‘r&/ 621'1-!-8, Cill g]j/ é’—jl)
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e Auty(S) = Zy x Zy;

T,, definita dall’annullarsi di tutti i coefficienti tranne C1,2;
I'unica condizione & i1 = j; + ¢ e quindi gli automorfismi
sono della forma

diag (&%, 1, &%, g, ghatite ghte @h @)

e Auty(S) = Zy x Zy;

Ts, definita dall’annullarsi di tutti i coefficienti tranne C23;
I'unica condizione ¢ i3 = j; + ¢ e quindi gli automorfismi
sono della forma

diag(CZil, 1, §2j1/ é’j1+8/ §i1+j1+8, é:ill gh/ C*h)

e Aut;(S) = Zy x Z.

Aut;(X) HA 16 ELEMENTI se e solo se X & in una di queste cinque
sottovarieta di Miy:

e S;, definita dall’annullarsi di tutti i coefficienti tranne a3

e a13; I'unica condizione & i3 = —i; e quindi gli automor-
fismi sono della forma

dlag(’é’Zl], 1’ §2i1,€_i1, 1, gillgjllg_jl>

e Auty(S) = Zy;

S,, definita dall’annullarsi di tutti i coefficienti tranne bipe
c1,2; l'unica condizione ¢ iy = —j; e quindi gli automorfismi
sono della forma

diag (&1, 1, ¢, &, @i, g, gh, @)

e Auty(S) = Zy;

§3, definita dall’annullarsi di tutti i coefficienti tranne b, 3 e
c23; l'unica condizione ¢ i3 = j; e quindi gli automorfismi
sono della forma

diag(§2i1/ 1/ §2j1/ éfjl’ €i1+j11 éill é(jll gijl )
e AutT(S) = Z4,‘
§4, definita dall’annullarsi di tutti i coefficienti tranne a; 3,
c13 e c31; l'unica condizione e i3 = i; + 2j; e quindi gli
automorfismi sono della forma

diag( g2 1, @2 Fht2n @20t2h gh & C*h)

e AutT(S) = Z4,‘
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e S5, definita dall’annullarsi di tutti i coefficienti tranne ai3,
12 e cp3; 'unica condizione e 2i; = 2i3 = 2j; e quindi gli
automorfismi sono della forma

diag((fzjl, 1, 621'1, le +€1, (:2j1+£1+£3, é’jl +£3, (:jl, C_jl)

e AutT(S) = ZQ X ZQ.

Aut;(X) HA 8 ELEMENTI se e solo se X & in una di queste tre sotto-
varieta di M.

¢ R, definita dall’annullarsi di b1 e by3; le condizioni sono
i3 = —i1 e 2i; = 2j; e quindi gli automorfismi sono della
forma

diag(ézjl, 1’ (:21'1, ér—ill 1’ gill €i1+gl gil—s)
e Auty(S) = Z,.
e Ry, definita dall’annullarsi di a123, ba3, c13 € c31; le condi-

zioni sono iy = —j; e 2i3 = 2j; e quindi gli automorfismi
sono della forma

diag(¢¥1, 1,821, ¢4, 5,671, ¢, ¢ )
e Auty(S) = Zy;
e Rs, definita dall’annullarsi di a123, bio, c13 € c31; le con-

dizioni sono i3 = j; e 2i; = 2j; e quindi gli automorfismi
sono della forma

diag(&¥1,1, &%, gh, g2te, gve g g

e Aut;(S) = Zy;

Aut;(X) HA 4 ELEMENTI nel resto dei casi.

Ogni coppia di questi sottospazi lineari si intersecano nell’origine;
inoltre abbiamo delle inclusioni tra questi spazi, rappresentate nel
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Tabella 5: Automorfismi di tipo 1

vV Cmy Autg(S) |Autg(S)| dimV |[{V}]
O Z4 X Z4 16 0 1
TLUT,UTs\ O Zy X Z 8 1 3
§1U§2U§3\(T1UT2UT3) Z4 4 2 3
Si\ Ty Z, 4 3 1
S5\ (UL UT) Zy x 7y 4 3 1
ﬁzUﬁ3\(§2U§3U§5) Zy 2 4 2
Ry \ (5, US4USs) Z, 2 6 1
My \ (R UR3 UR;y) {1d} 1 8 1

diagramma di Hasse (cioe, una linea collega due spazi se quello posto
pitl in basso e contenuto in quello posto pit in alto)

dim=6

Rq
dim=5
R2 R dim=4
AN

3
Sy Ss dim=3
51 S, / S3 dim=2
N |
T Tz Ts dim=1
N
@) dim=0

ordinato secondo le dimensioni degli spazi; 'assenza della tilde signi-
fica che li stiamo considerando in 91,.

I possibili casi sono quindi quelli elencati nella tabella 5.

4.3 AUTOMORFISMI DI TIPO 3

Consideriamo la stessa superficie S con il suo rivestimento X. Cer-
chiamo gli automorfismi ¢ di X rappresentati da una matrice della
forma

diag(CZil, 1’ 521'3, €i3, €i1+i3, gh/ gjll g—fl)M(T’



4.3 AUTOMORFISMI DI TIPO g

dove 0 = (1,3)(4,6)(7,8); ¢ manda X nel rivestimento della superfi-
cie S’ corrispondente al punto

(a13E20725, 4y 5 3E1H, by 3EB3 7T by HE T,

3187, 0 3EBT, 00 3E2, 01 2 E2N).

e vogliamo che questo punto coincida con quello di S. Come nel caso
precedente possiamo dire che 7 = &%1.

Osserviamo che gli elementi delle coppie di coefficienti (b1, b23),
(c13,¢31) e (c12,c23) vengono scambiati, di conseguenza in ogni cop-
pia se c¢’¢ un elemento nullo e uno non nullo non possono esserci
automorfismi di tipo 3. Inoltre, se sono entrambi non nulli, & facile
vedere che un’altra condizione necessaria per l'esistenza di un auto-
morfismo di tipo 3 ¢ che il rapporto tra gli elementi di ogni coppia
sia una radice quarta dell’unita.

4.3.1 NOTAZIONE. Per ogni coppia di coefficienti (by2,b23), (c13,¢31)

e (c12,023), se entrambi gli elementi della coppia sono non nulli e il

loro rapporto € una radice quarta dell’unita, definiamo 14, n; e n3 in
-1 _ ny -1 _ ny -1 _ ns3

modo che by ,b,5 = ¢, ¢15051 = 8" e cy,005 =G

Se tutti i coefficienti sono non nulli, il sistema che si ottiene sugli
esponenti i1, i3, j € il seguente:

2i1 +2i3=0, i1 —1i3+ 2j1 = Ny,
i1 +1i3 =0, i3—i1+2j15n2,©
i3 _jl =nq, 2i3 —|—2j1 = nsz,
_il _jl = n, 211 —|—2]1 = Nz,
ny, = 2ny, i1 = —np—ji,

A . )
1’13521’11 13Eﬂ1+]1.

Possiamo allora dire che se i coefficienti sono tutti non nulli, nelle
quattro sottovarieta lineari W; di 91, definite dai sistemi

bip = &by,
€13 = CZZ.C3,1,
a1 = %03

al variare di i in Z4, ci sono quattro automorfismi di tipo 3 su X, che
danno un automorfismo di tipo 3 su S.

Viceversa, se tutti i coefficienti sono nulli, non ci sono condizioni
su i, i3 e ji; quindi | Auty(X)| = 64 e ci sono 16 automorfismi di tipo
3suS.

In generale, abbiamo 32 possibilita da considerare (I'annullarsi o
meno di cinque coefficienti); osserviamo pero che se bj, e by 3 sono
non nulli, allora, indipendentemente dal valore degli altri coefficienti,
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devono valere iy = —ny —j; e i3 = ny + ji, oltre che nz3 = np =
2n; se i corrispondenti coefficienti sono non nulli, ottenendo quattro
automorfismi nelle quattro sottovarieta V~Vi . Se invece b1y = by3 =0,
rimangono sedici casi; svolgendo i conti, si possono riscontrare le
seguenti possibilita.

Auts(X) HA 64 ELEMENTI se e solo se tutti i coefficienti si annulla-
no.

Autz(X) HA 32 ELEMENTI se e solo se si & in T; (che era defi-
nita dall’annullarsi di tutti i coefficienti tranne a; 3); 1'unica
condizione & i3 = i1 + ¢ e gli automorfismi sono della forma

diag(CZil, 1, CZill é’i]-i-sl §2i1+£, é’ill gjl/ C_jl)M(T'

Aut;(X) HA 16 ELEMENTI se e solo se si € in una di queste cinque
sottovarieta di Miy:

e 51, che era definita dall’annullarsi di tutti i coefficienti tran-
ne a1,3 € a1,2,3, in cui 'unica condizione ¢ iz = —i; e gli
automorfismi sono della forma

diag (g2, 1,&%,¢7h, 1, ¢, gh, ¢ I M,;

e S¢u, per ny € {0,2}, definite dall’annullarsi di tutti i
coefficienti tranne a1 3, c13ec31 edacy 3 = {"*c3,1,in cui
I'unica relazione e iz = ny + iy + 2j; e gli automorfismi
sono della forma

diag(CZil, 1, 621'1’ Cn2+i1+2]'1/ an+2i1+2j1’ §i1, é’jl/ g*h)Ma;

e S7,, per n3 € {0,2}, definite dall’annullarsi di tutti i
coefficienti tranne a1 3, c12 e cp3 edacip = ¢"cy3, in
cui si hanno le relazioni i3 = i1 +eej; = m/2+1; e gli
automorfismi sono della forma

diag(CZil, 1, (321‘1, Ci1+£, €2i1+s, (:ill €n3/2+i1’ C—ns/z—il )Ma}
Aut;(X) HA 8 ELEMENTI se e solo se si & in una di queste dieci

sottovarieta di 5374:

e Ry, per n € {0,2}, definita dall’annullarsi di by, e by3 e
da c13 = ¢"c31 e c12 = ¢"cp3, in cui si hanno le relazioni
i3 = —iy e j1 = n/2+1; e gli automorfismi sono della forma

diag(CZil, 1, €2i1/ ‘:_il/ 1, gﬁ/ gﬂ/2+i1’ g—n/z—il )MU;
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o ﬁ5,n2,n3 per na,n3 € {0,2}, definita dall’annullarsi di a3,
b1,2 ebyszeda €13 = ¢"c31ec1p = ¢y, in cui si hanno le
relazioni i3 = ny +n3 — iy e j1 = 13/2+ i1 e gli automorfismi
sono della forma

diag(C2i1, 1, §2i1/ €n2+n3fi1’ €n2+n3’ €i1’ gns/eril’ érfns/zfil)Mm-

J ﬁ6,nz per ny € {0,2}, definita dall’annullarsi di tutti i coeffi-
cienti tranne a1 53, c13 e c31 eda c13 = ¢"2c3 1, in cui si han-
no le relazioni i3 = —ij e j; = m/2+4i; e gli automorfismi
sono della forma

diag(CZil, 1, §2i1, C_ilr 1, Cil/ an/2+i1’ g—nz/z—il)Mg;

. ﬁym per n3 € {0,2}, definita dall’annullarsi di tutti i coeffi-
cienti tranne a13, c12 e c23 e da c1» = ¢ ¢y 3, in cui si han-
no le relazioni i3 = —ij e j; = 73/2+4 i e gli automorfismi
sono della forma

diag((;‘Zil, 1’ §2i1, gfill 1’ é’il, §n3/2+i1’ érfnz/zfil)MU’-

Aut;(X) E vuoTo in ogni altro punto con by, = by3 = 0.

Se denotiamo con Sy 1'unione degli spazi Sy, al variare di i (e ana-
logamente per gli altri), osserviamo che Sg, cioe il quoziente di Sg in
My, ha una sola componente irriducibile, perché le varie componenti
di S vengono identificate dall’azione su My; lo stesso argomento va-
le per le altre sottovarieta. Osserviamo anche che, nonostante R4 non
contenga tutte le componenti di Rs, abbiamo Ry D Rs in 91,. Il dia-
gramma di Hasse per gli spazi coinvolti negli automorfismi di tipo 3

N

e

W dim=5
|
Ry dim=4
|
// Ks dim=3
I
Re Ry S S¢S dim=2
T1 dim=1
O dim=0

e possiamo riassumere quanto visto nella tabella 6.
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Tabella 6: Automorfismi di tipo 3
vV Comy |Autz(S)| dimV  [{V;}|

o
[
(o)}
e}

L\O

ST
SeUS7\ Ty
RUK\0
RA\GUS)
134\(51UR5UR6UR7)
W\R4
My \ W

O R, NNNKB R ®
® U WR NN R
(R SO NCTT QY NG NS U

4.4 CONCLUSIONE

Osserviamo innanzitutto che il punto corrispondente all’origine di
M, non rappresenta una superficie di Godeaux: infatti, una delle due
quadriche & g, = y3 + ¥3, cioe la superficie in IP” & riducibile o dege-
nere, ed entrambi i casi non possono accadere. Questo ci impedisce
di concludere, come fatto nel caso delle superfici con torsione di ordi-
ne cinque, che tutte le sottovarieta trovate contengono un aperto non
vuoto di punti corrispondenti a superfici di Godeaux; proseguendo
dalle sottovarieta di dimensione pit1 bassa a quelle di dimensione pitt
alta, otteniamo i seguenti risultati.

IN T; non ci sono superfici di Godeaux. Infatti, come per O, una
quadrica risulta essere y? + 3, in particolare riducibile.

IN T c’@un aperto non vuoto di superfici di Godeaux. Le equazioni
delle due quadriche in un punto di T, viste nel cono V' (cioe
nelle variabili x1, x2, x3, ¥1, ¥3) sono della forma

4 4, 4 2.2
go = X1+ x; +x3+a13x7x3 + Y1Ys3,

2.2 2 2
g2 = C1,2X1X3 + Y1 + Y3.

Disomogeneizzando rispetto alle tre variabili x;, si ottengono
tre aperti affini di V', U;, Uy e Us; le coordinate su, per esem-
pio, Uy, sono x2/xy, *3/x;, ¥1/23, y3/x3, e Uy e isomorfo in questo
modo ad A*. 1 tre aperti non danno un ricoprimento di V’, ma
comunque sono tali che X = J2_; (X N U;), e si possono deter-
minare le singolarita di X su U; calcolando dove la matrice jaco-
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biana delle equazioni disomogeneizzate non ha rango massimo.
Se c1, # 0, risultano otto punti singolari:

[Cl 4V _1/ 0/ 1/ O/ 0:| ’
[0,¢'V/~1,1,0,0],

al variare di i € Z4, con v/—1 := ¢* Rimane da verificare
se questi sono punti doppi razionali: per esempio, per p =
[v/—1,0,1,0,0] € Us, abbiamo 990/oxy, = (4x513)|p # 0 (dove
con qo denotiamo 'equazione della prima quadrica disomoge-
neizzata rispetto a x3), cioe la singolarita e di tipo ipersuperficie;
allora, almeno analiticamente, possiamo usare il teorema della
funzione implicita per esprimere localmente x; in funzione di
X2, Y1, Y3, cioe x1 = v/—1+ g(x2,y1,y3) con g che si annulla nel
punto (x2(p),y1(p),y3(p)). Ora, andando a sostituire I'espres-
sione di x; in g, disomogeneizzata rispetto a x3, otteniamo che
X é descritta localmente da

72 =i+ 5+ V—lc1x5 + 72,

dove 7; € un’espressione in serie con ordine almeno tre in p. Ma
questa e l'espressione di un punto singolare di tipo Aj, che in
particolare & un punto doppio razionale (vedi [4], Sezione 11.7).
Per gli altri punti il procedimento & analogo, quindi la super-
ficie X che si ottiene ha al piti punti doppi razionali e percio
la desingolarizzazione del suo quoziente per l’azione p ¢ una
superficie di Godeaux.

IN T3 c’@ un aperto non vuoto di superfici di Godeaux, dato che

le equazioni delle quadriche sono quelle della sottovarieta T,
scambiando x; con x3.

IN S; non ci sono superfici di Godeaux, analogamente al caso Tj.

IN Sg c’e un aperto non vuoto di superfici di Godeaux; infatti, ripe-

tendo il procedimento del caso T, risulta che se a13, c13 € c31
sono non nulli, la corrispondente superficie in V/ non ha punti
singolari.

IN Sy c’e un aperto non vuoto di superfici di Godeaux. Questa vol-

ta, in una superficie corrispondente a un punto di S7 troviamo
quattro punti singolari, della forma

1 \/
1,0, £——1/ —a i,/az —4,0,0(;
\/E 13 1,3 ]
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se a13 ¢ {—2,2}, disomogeneizzando rispetto a x;, abbiamo
9o/ax; # 0, e sostituendo in g, l'espressione analitica di x3 in
funzione di x2, y; e y3, otteniamo ancora che i punti singolari
sono di tipo A; e quindi razionali.

IN R¢ c’e un aperto non vuoto di superfici di Godeaux, dato che se
a1,2,3, €1,3 € c3,1 sono non nulli, la corrispondente superficie in
V' e liscia.

IN R7 ¢’ un aperto non vuoto di superfici di Godeaux, dato che se
a1,2,3, C1,2 € c2,3 sono non nulli, la corrispondente superficie in
V'’ ha quattro punti singolari, che si dimostrano essere punti
doppi razionali col procedimento appena applicato.

Unendo i due diagrammi visti e non considerando le sottovarieta
che non contengono superfici di Godeaux, otteniamo il diagramma
di Hasse

R4 dim=6
W dim=5
|
Ry R R3 dim=4
// | ANV
Rs Sy Ss dim=3
| X
R@ Ry 56 S7 52 53 dim=2
| |
T2 T; dim=1

dove abbiamo ordinato gli spazi in livelli a seconda della loro dimen-
sione.

Possiamo infine, nella sottovarieta Sg, dove compare il prodotto
semidiretto, calcolare 1'effettivo gruppo di automorfismi. Per farlo e
sufficiente considerare il gruppo come gruppo di matrici; risulta che
il gruppo Z4 x Z, & in realta commutativo, cioé & Z4 x Z,. Dato
che ovviamente Z, x Z, = Z, x Z,, otteniamo in particolare il
seguente.

4.4.1 TEOREMA. Il gruppo di automorfismi di una superficie di Godeaux con
torsione di ordine quattro é abeliano.

Riassumiamo i risultati ottenuti nella tabella 7, dividendo i casi in
base al gruppo e alla dimensione del corrispondente spazio.
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Tabella 7: Automorfismi delle superfici con nilg =74

Aut(S) V C My dimV [{Vi}| [{Vi}]
Zy X 2y T, UTs 1 2 2
Z4 X Z» 56 2 2 1
ZZ XZZ XZZ 57 2 2 1
Zy SzUSg\(TzLJTg,) 2 2 2
Zz X Zz RﬁUR7 2 4 2
Z, Sa\ Se 3 1 1
ZQXZZ S5\(S7UT2UT3) 3 1 1
Zoy X 2>y R5\(56US7) 3 4 1
szZz R4\(R5UR6UR7) 4 2 1
) RQUR3\<52US3US5) 4 2 2
Z, W\ Ry 5 4 1
Z, Ri\ (R4U S, USs) 6 1 1
(1d} My \ (WU R, UR; URy) 8 1 1

#!/usr/bin/env python
from collections import defaultdict

def ordina_equazioni(e, f):
if 1 in e or 3 in e: return —1
elif 1 in f or 3 in f: return 1
elif 2 in e: return —1
else: return 1

# Restituisce il gruppo delle soluzioni
# e le relazioni tra le incognite
# di un sistema con n incognite modulo 4.
def sistema(equazioni, n):
eq = []
gruppo_soluzioni = []
# Copia delle equazioni per non
# modificare quelle di partenza
for e in equazioni:
eq.append(e[:])
eq.sort(ordina_equazioni)
for i in xrange(len(eq)):
# Scelta di un’equazione (preferibilmente
# con un coefficiente unitario)
e = eq[i]
if 1 in e:
indice = e.index (1)
gruppo_soluzioni.append (1)
elif 3 in e:
for j in xrange(n + 1): e[j] = (—el[j]) % 4
indice = e.index (1)
gruppo_soluzioni.append (1)
elif 2 in e:
indice = e.index(2)
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gruppo_soluzioni.append(2)
else:
while len(eq) > i:
del (eq[i])
break

for j in xrange(i + 1, len(eq)):

f = eqlj]
coeff = f[indice]
if coeff != o:
if e[indice] == 1:
for k in xrange(n + 1):

f[k] = (f[k] — coeff » e[k]) % 4
else: # eq[i][indice] == 2
for k in xrange(n + 1):
flk] = (f[k] — e[k]) % 4
tmp = eq[i+1:]
tmp.sort(ordina_equazioni)
eq = eq[:i+1] + tmp
gruppo_soluzioni += [4] * (n — len(gruppo_soluzioni))
return eq, gruppo_soluzioni
# L’ultimo numero e’ il termine noto,
# gli altri i coefficienti di

#i_1, i3, j_1.

equazioni = [[2, 2, o, o],
[1, 1, o, o],
[1, o, 1, o],
[o, 1, 3, o],
[1, 3, 2, o],
(1, 3, 2, o],
[2, o, 2, o],
[o, 2, 2, o]]

coefficienti =

[ua_13v, ”a_123”, "b_12", ”b_23",

nC_13n, ||C_31n’ HC_12H’ nC_23n]

relazioni = defaultdict(list)
gruppi = defaultdict(list)
nulli = defaultdict(list)
spazi = defaultdict(list)
spazi2 = defaultdict(list)

for i in xrange (2x%8):
# n—esimo bit di i nullo =
# = n—esimo coefficiente nullo
f =11/ (2¢%j) % 2 for j in xrange(8)]
eq = [equazioni[j] for j in xrange(8) if f[j] != o]
relazioni[i], gruppi[i] = sistema(eq, 3)
nulli[i] = [coefficienti[]j]
for j in xrange(8)
if £[j] == ol
spazi[tuple (gruppil[i]) ].append(i)

# Eliminazione degli spazi contenuti
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# in altri spazi e stampa dei risultati.
for x in spazi.keys():
if spazi[x] != []:
g = gruppilspazi[x][o]]
print "Gruppo Z %d x Z_ %d x Z_%d" %
(glol, gl1l, glz]),
print "(%d elementi):\n" % (glo] * gl[1] * gl[z2])
spaziz2[x] = spazi[x][:]
for s in spaziz2[x]:
for t in spaziz2[x]:
if t!= s:
dentro = True
for i in nulli[t]:
if i not in nulli[s]:

dentro = False
break
if dentro:
spazi[x].remove(s)
break

for s in spazi[x]:
if nulli[s] = []:
print " = ".join(nulli[s]) + " = o"
for r in relazioni[s]:
print "%d i_1 + %d i_3 + %d j_1 = %d" %
(rlo]l, rl1], r[2], r[3])
print
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